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CHAPITRE V 


QUELQUES CONSIDÉRATIONS SUR LA NOTION 
D'INDÉPENDANCE LIMITE DE DEUX VARIABLES 
ALÉATOIRES, APPLICATION A L'ÉTUDE 
DE LA STABILITÉ DU MILIEU 
ET DE L'ÉTENDUE D'UN ÉCHANTILLON 


À - INDEPENDANCE LIMITE D'UN COUPLE ALEATOIRE - 
I - PRELIMINAIRES - 


Il est bien connu que si deux variables aléatoires X, et Y, sont 
stables suivant le mode Mt(en probabilité, presque sûrement, presque 
complètement) leur somme est stable suivant le même mode. Nous 
avons rappelé (cf. th. 19 & 36) dans le cas de la stabilité en probabi- 
lité et de la stabilité p. co. que la réciproque est exacte si X, et Y, sont 
indépendantes. 


Cette hypothèse d'indépendance jouait un très grand rôle dans nos 
deux démonstrations. Malheureusement, les valeurs extrêmes d'un 
échantillon ne sont jamais indépendantes, et les deux théorèmes pré- 
cédents ne peuvent ainsi s'appliquer à l'étude de la stabilité du milieu 
ou de l'étendue d'un échantillon. Le problème s'est donc posé d'assou- 
plir la condition d'indépendance, etenparticulier, de lui substituer une 
condition d'indépendance limite. 


Il nous a semblé que ce terme d'''indépendance limite", bien 
qu'assez souvent employé, n'avait pas un sens clairement explicité et 
même, qu'il avait des sens différents suivant les auteurs. De toute 
façon, afin de démontrer certaines propositions, nous avons été obligé 
d'introduire des modes d'indépendance limite non classiques. Nous en 
indiquons trois dans ce chapitre, mais il est évident que l'on peut en 
imaginer bien d'autres : le tout est de savoir si les définitions adoptées 
sont vraiment utiles et efficaces. 


II - DISTANCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE A DEUX VA- 
RIABLES - 


Nos définitions de l'indépendance limite reposent sur la notion de 
distance entre deux lois de probabilité, ce qui est tout naturel puisque 
cette notion permet d'exprimer que deux lois sont ‘'très voisines", ou 
ll'aussi voisines qu'on le veut". 
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On sait qu'ilexiste de multiples façons de définir la distance 6 de 
deux répartitions, cette distance étant telle que la convergence en loi 
d'une f, d. r. F, vers une autre F soit caractérisée par : 
0 (FL EC quand n— « 
Nous emploierons ici l'analogue, pour des lois à deux variables 
de la distance définie par M. Paul Lévy dans le cas des lois à une seule 


variable. Voici quelques indications sur cette norme. 


1/ - Soit z = F(x, y) la surface de répartition d'une certaine loi 
à deux variables X, Y. En la complétant éventuellement par des por- 


= 


tions de plans parallèles à zOx ou zOy, on obtient une surface conti- 
HU 


Considérons alors deux surfaces S-et S.. Une droite d'équations : 
PAR EEE EE RENE SEE 10 
les coupe respectivement en deux points M et M'. La longueur du seg- 
ment MM', comprise entre 0 et \/3, varie continôment avec a et b; son 
maximum sera, par définition, la distance des deux lois F et F"'. 
5 (F, F') = Max. (MM) 
2/ -5(F, F') possède les deux propriétés suivantes : 


a) La relation : 


F, (x, y)PF(x, y) 


équivaut à : ST 
b) L'inégalité : 


UE | (1) 


entraîne : 


FÉES CNE (x y) © FO 7e) (2) 
quels que soient x et y. | 


Réciproquement, si les inégalités (2) sont vraies quels que soient 


OS On EE 
O CE 3 
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IT - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE - 

1/ - Définition. 

Soit F,(x, y)la f. d.r. d'un couple (X,, Y,) ; AR) Mlatt dr mare 
ginale de X, et B,(y) la f. d.r. marginale de Y,. Nous dirons que X, et 
Y, sont asymptotiquement globalement indépendantes si 5[F,, A,B ]Jtend 
vers 0 avec 1/n. 

Observons que, si X, et Y, sont actuellement indépendantes, on a : 

PS7) A) E; (5) 
et par suite : ORRESPASE AIE=R0 


Exemple : 


Si X, et Y, tendent vers 0 en probabilité, elles sont asymptotique- 
ment globalement indépendantes. 


2/ - La définition la plus répandue de l'indépendance limite est 
celle qui correspondau cas où K (x, Vite, y), les variables X et Y 


de loi étant indépendantes ( 7 (x, y) = # (x) @ (y)). Nous allons montrer 
que notre définition contient cette définition usuelle. 


THEOREME 56 - 


Si F (x, y)—T(x, y) = % (x) @ (y), X, et Y, sont asymptotique- 
Ë 


ment globalement indépendantes. 
Démonstration. 


Puisque 5 (F,,:5)—0, on peut écrire, pour n >n, et quels que 
soient x et y : 


rene e)-es Ex, le (RE me) 
On en déduit : 

PAR no) ct (x, To) <m(XTe, AT O)PLE 
et SUR AIR NN PS A RE TE RS ES Le 
Clés à dire: M ob(X-e)-e <A(x)<ob(x+Te)Te 

er ere BRUNE) 


5 
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Il en résulte que 5 (A, ,%%)— 0 et que 5(B,,@)—0. 
Les deux convergences légales de À, (x) et B(y) verso (x) et @ (y) 


entraînent la convergence légale de A (x). B,(y) vers (x). @ (y). On 
a donc : 


0 (268, ABS) 0 
Mais, en vertu de l'inégalité triangulaire pour les distances : 
5 (FM A DB )<S (EF, # &) +5(%4@, AB.) 


Parconséquent, 5 (F, A,B,)—0 et ainsi X, et Y, sont asympto- 
tiquement globalement indépendantes. 


Réciproque. 

SiX,et Y, sont asymptotiquement globalement indépendantes, et 

SI ; 
OST) (ET) 

on a nécessairement : 


(x, y) = Æ(x). @ (5) 
Cela résulte des trois relations : 
5 (% @, A, B,)— 0 
DICO) 0 ; 5(F , A,B,)—>0 
et de l'inégalité triangulaire. 
3/ - THEOREME 57 - 


Etant donné deux v.a. X, et Y asymptotiquement globalement in- 
dépendantes, pour que X, + Y, soit stable en probabilité, il faut et il 
suffit que X, et Y, le soient. 


Démonstration. 


La condition est suffisante. Montrons qu'elle est aussi nécessaire. 
La somme Z,= X, + Y, étant stable, si l'une des variables Xn, Vr est 
stable, l'autre l'est également. 


Supposons donc que Z, soit stable, et montrons que X, ne peut 
être instable. 
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D'après le théorème 17, si X, est instable il existe un nombre 
d > 0 et une suite infinie £,(définie pour des valeurs de n formant une 
suite) tels que : 


À Eh Lee 00 LEVANT) EL PE UO0 
où « et B sont deux constantes, 


D'autre part, puisque Z, est stable, il existe une suite z, telle 
que, pour n assez grand : 


12 oN 2,<X,+Y,<z,+S DE IISrE 
e étant un nombre positif arbitrairement petit, 


Considérons alors dans le plan 
(X, YŸ,) le point de coordonnées : 


d 
x, 5€, +$ : on ls Mo) 
On a : MCE SAS) ae 
ES x 
A, (x: nee 


B,(, - D > 1-A4{E, + d)-e > Be 
d 
Donc, pourtout n > 0 telque n < ce 
AR nee Bye 1) LP 


D'où : 


AN En) EE (ER EM) AROUPIEEE 
et 
D BF M) RE 


n 


Mais on peut toujours choisire et n assez petits pour que : 
MPÉMEMNL LE 


Onaurait alors, pour des valeurs de n suffisamment grandes apparte- 
nant à A: 


ACCRO nent (x,, 70) 


ce quiest incompatible avec l'indépendance asymptotique globale de X, 
et Y,. Ilest donc bien impossible que X, ne soit pas stable. 


7 
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IV - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE FORTE - 


1/ - Dans notre note aux C.R. du 14 Octobre 1957, nous avons 
définiun mode d'indépendance limite globale, que nous appellerons ici 
lforte'', et qui correspond à la convergence légale uniforme. 


Définition. 
X,et Y, tendent à devenir globalement fortement indépendantes 
SAR 
FE (x, y) - A,(x) B(7)—0 uniformément avec 1/n. 


En choisissant comme distance d(F, F') l'expression : 


d = Max | F(x, y)-F'(x, y)|, 


Ux,y) 


la condition précédente s'écrit : 
d(F,, A,B,)—0 avec l/n 
On verrait aisément que si F (x, y) a une limite continue de la 
forme (x) &@ (y), X, et Y sont asymptotiquement globalement forte- 


ment indépendantes. 


2/ - Considérons une application du plan (x 
(x', y) définie par : 


y.) sur le plan 


n ? 


Lo Co er 0 


où +, et y, sont monotones (une telle application sera dite de la classe 
a). L'indépendance as. globale (faible) de X, et Y, n'entraîne pas en 
général celle de X!et de Y'. On constate cela en remarquant que, quelle 
que soit la distribution du couple (X', Y'), les variables X, = X'/net 
Y. = Y'/n sont as. glob. ind. Par contre, il est évident que l'indépen- 
dance asymptotique globale forte est conservée pour tout système d'ap- 
plications de la classe. Donc, s'il existe un tel système d'applica- 
tions conduisant à une loi limite pour le couple (x!, y'), cette loi cor- 
respond nécessairement à deux variables x', y', qui sont indépendantes 


Kyo En (MN à (5h) 
Il est d'ailleurs clair que l'exisience d'une loi limite pour cha- 


cune des variables X' et Y! entraînera l'existence d'une loi limite pour 
le couple (X!, Y')}, cette dernière loi étant de la forme indiquée. 
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3/ - Critique de la notion d'indépendance limite globale. 


Dire que Y, est indépendant de X,, c'est dire que la loi de Y, est 
indépendante de toute information sur X,. En particulier, on doit avoir : 


POV VX sp Pr TV < ve: 


relation qui, d'ailleurs exprime complètement l'indépendance de Y, 
VIS avis de x, 


Il semblerait donc logique de dire que, si Y, est as. indépendant 
de X,, la loi de Y, liée par X, = x diffère peu (le sens de cette expres- 
sion étant fixé quand on a choisi une distance entre deux lois) de la loi 
marginale de Y, pour n assez grand. 


Or, cela n'a pas toujours lieu dans le cas de l'indépendance as. 
globale (forte ou faible). Nous allons le montrer sur un exemple. 


Soit le carré : DIRE EI (D) V2 il 


Rs 0, ous 1 à y=0,5,1. 
ul Choisissons 2n d'entre eux en pre- 
nant, dans la bande 0< y << _ les rectan- 
gles de rang impair, et dans la bande 


= <y <1 les rectangles de rang pair. Dans 


le domaine ainsi obtenu, répartissons uni- 
formément la probabilité unité. Il corres- 
pond à cette répartition une loi de proba- 
bilité pour le couple (X,, Y,) que nous ap- 
pellerons EF (x, y). 


0 2e 

Les lois marginales de X, et de Y, sont uniformes entre 0 et 1. 
Si k/n est la valeur approchée de x à 1/n près par défaut, on a tou- 
jours : 


k k+1 
HAE 


En comparant ces inégalités à : 


k Reel 
n n 


on obtient : y 
NV ee tn 
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Donc, F,(x, y) tend uniformément vers xy : il y a indépendance 
slobpalesforterde X et. y} 


D'autre part, la loi de Y, liée par X, = x est uniforme entre 0 et 
1/2 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité 1/2 ; elle est uni- 
forme entre 1/2 et 1 pour un ensemble de valeurs de x de probabilité 
17222 


Ainsi, le fait que nous signalions plus haut apparaît ici. Il est lé- 
gitime d'en conclure à l'opportunité d'une définition de l'indépendance 
limite qui soit plus en accord avec le concept habituel d'indépendance 
que ne l'est l'indépendance asymptotique globale. 

V - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE EN PROBABILITE - 

1/ - Définition. 


On dit que Y, est asymptotiquement strictement indépendant de 
X, en probabilité si la distance 5(x,) entre la loi marginale de Yet la 
loi de Y, liée par X, = x, tend vers 0 en probabilité. 


En d'autrestermes, si l'on appelle E, l'ensemble des valeurs de 
ve MOINE ES (CIRE, ONE 


Pr {X,E E,}—>1 quandn—+o quel que soit € > O0. 
2/ - THEOREME 58 - 


L'indépendance as. stricte en probabilité de Y, vis-à-vis de X, 
entraîne l'indépendance as. globale de X,et Y,. 


Démonstration. 


Soit B,(yÿ) la loi marginale de Y,, et B,(y; x) sa loi liée par X,=x. 
Y, étant strictement ind. de X, en probabilité, à tout € > 0 il corres- 


pond un entier n,tel que, en appelant E, l'ensemble des valeurs de x 
pour lesquelles : 


6 [B, (BIS EE 
on ait : PEACE MES quand n >n, 


Désignons par R l'intervalle ]-w, +æ[,R, l'intervalle ] -w, 
x [ et posons : 


EF RE E, ; a ; E'FhR, ; ë 


10 


CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÈMES 131 
Sur ér Onyat 


B;(y-e<)-e < B(y; x)< B(y+e)+e pourn>n, 


Donc : 


D 


f_ CBty-e)-e jaa60 < | BG: » da,(0 


Ce 
Ce e © 
n PA 


< [. [B(y+e)+e] dA,(x) 


D'autre part : 


1e ty ee) 2eidAs (nd [. dA (x) <e 


0 < | BG: x dA(x)<e ; 0 < / [B(y+e)+e] da (x) 


16 


5 - 


n 
On en déduit, en remarquant que & + 6 


ex 


| [BG -e)-e) dat -e< | B,(y: x) dA,(x) 


-o 


< 3 [B,(y+e) + e ] dA (x)+e 


œ@ 


Soit : 

A (x)[B(y-Ee)-e] -e <E,(x, y) < A (x) [B(Yy+e)+e]+e 
et à fortiori : 

A(x-e)B(y-e)-2e <E(x, y) <A,(x+e) B(y+e)+2e 


Cette double inégalité, vraie pour n > n, quels que soient x et y, 
prouve que X, et Y, sont as. glob. indépendantes. 


3/ - La réciproque du théorème précédent est inexacte:X,et V, 
peuvent être as. glob. ind. sans qu'aucune de ces deux variables soit 
strictement indépendante de l'autre en probabilité. 


Nous vérifierons cela sur un exemple. Partageons le carré : 
0O<x<1l, 0 <y <1en quatre carrés égaux numérotés de 1 à 4 (voir 
figure). Dans chacun des carrés 2 et 4, répartissons uniformément 
une probabilité égale à 1/4. Dans le carré 1, répartissons la probabi- 
lité 1/4 de la même façon que nous avons réparti la probabilité unité 
dans l'exemple du $IV. Dans le carré 3, nous plaçons enfin la répar- 
tition déduite de celle du carré 1 par une rotation de ee 


11 
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Considérons lecouple(X , Y,) associé 
à la répartition totale obtenue. On a : 
1 s 
À, (2) RE ON | 


Es Il ya donc bien ind. as. globale (forte) 
de X, et Y,. Cependant on voit immédiate- 
ment que Y, (resp. X,) n'est pas as. stric- 

1 à tement ind. de X (resp. Y,) en probabilité. 
0 x 


4] - La notion d'indépendance asymp- 
totique stricte en probabilité n'est pas ré- 
ciproque. Ce fait est en évidence dans 

l'exemple du $IV, où Y, n'est pas strictement ind. de X, en probabi- 
lité, tandis que X, est strictement de Y, en probabilité. 


Il n'y a là aucun paradoxe ; cela résulte simplement de ce que la 
Topologie de la convergence faible ne permet pas d'apprécier certaines 
modifications'' d'une loi de probabilité ; elle n'est pas assez fine. 


Montrons-le sur un exemple extrême. Partageons le segment 
(0, 1) en 2n intervalles égaux T(j,= L, 2, ... n). Soit, la loi corress 
pondant à une répartition uniforme sur l'ensemble des intervalles de 
rang impair L,,,,, et NW la loi correspondant à une répartition uniforme 
sur l'ensemble des intervalles de rang pair I,,. Considérons alors le 
couple (X,, Y,) défini comme suit : 


É. 0} = 17/251hioi deixt liée part "0e 


Prius Dre) 25 Mode HÉÉIDarN ER 


Y, est: lié fonctionnellement à X,,. puisque, Y = 0 six 1er eut = 
six, EL,,,. D'autre part, les deux lois liées de X, peuvent être ren- 
dues arbitrairement voisines en choisissant n assez grand : X, est 
asymptotiquement strictement indépendant de Y, en probabilité. 


Remarque. 


Pour analyser plus profondément les liaisons stochastiques, on 
pourrait songer à utiliser comme distance de deux mesures de proba- 
bilité u,, u, d'unespace X (éléments d'une classe de mesures 91 définies 
sur un o-corps $ ) l'expression : 


Bu, 5) = Max Le, (ENST EUN 
Ë 
où E est un sous-ensemble quelconque de $, Cette distance prend sa 
valeur maximum 5 = 1 si les répartitions sont disjointes, c'est-à-dire 


s'il existe un & € $S tel que : 


12 
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AS) brepusn( es) 0 


Dans l'exemple cité plus haut, A} et A? ne sont plus arbitraire- 
ment voisines, mais au contraire : 


(As An) = 
4/ - THEOREME 59 - 


Soit deux v.a. X,, Y,, telles que Y, soit as. str. ind. de X, en 
probabilité. Pour que la somme Z, = X, + Y, soit stable, il faut et il 
suffit que X, et Y, le soient. 


Démonstration. 


C'est une conséquence immédiate des théorèmes 58 & 57, mais 
ilest intéressant d'établir ce théorème par une méthode directe ; nous 


verrons ainsi que l'indépendance stricte est plus facile à utiliser que 
l'indépendance globale. 


La condition donnée est évidemment suffisante ; montrons qu'elle 
est nécessaire. Z, étant supposé stable, si YŸ, est stable il en va de 
même pour X,. Supposons maintenant Y instable. Dans ce cas il existe 
une suite infinie A1 et deux constantes positives L et k telles que : 


PARU E A e N) K 
quel que soit a, pour ne 


Puisque la distance entre la loi marginale de Y, et sa loi liée par 
X, = x, peut être rendue arbitrairement petite pour un ensemble de va- 
leurs de x, dont la probabilité est arbitrairement voisine de 1, à con- 
_ dition de choisir n assez grand, nous aurons la relation : 


k 
ue 


quel que soit a, pour n E‘tetn > n,, et pourunensemble E, de valeurs 
de x, de probabilité supérieure à 1/2. On peut alors écrire : 
1 k 
PRE EN pra 2 / Xn EE }> 2 
Or 
1 
Pre za) > 5 Pr, Cr Prl ZHae 5 / Xn E E, } 
On en déduit : 


l k 
One ln. 


13 
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quel que soita, pourn >n, etn E A, ce qui implique l'instabilité de Z,,. 
I1 est donc impossible que Y, soit instable. GQ ED; 


VI - INDEPENDANCE ASYMPTOTIQUE STRICTE PRESQUE COM- 
PICEDES 


1/- Définition. 


On dit que Y, est asymptotiquement strictement indépendant de 
X, presque complètement si la distances (x,) entre la loi marginale de 
Y, et la loi de Y, liée par X, = x, tend vers 0 presque complètement. 


n 


En d'autrestermes, si l'on appelle E, l'ensemble des valeurs de 
x tellesique 5x" onas 


SrPPUERR EE ES 
pl 
aussi petit que soit € > 0. 


Exemple. 


Si nous reprenons l'exemple donné au n°’IV, 3, nous voyons que : 
LASER na quel que soit y. 
X, est donc str. ind. de Y, presque complètement. 


2/ - Ilest clair que l'indépendance stricte p.co. de Y, vis-à-vis 
de X, entraîne l'indépendance stricte en probabilité de Y, vis-à-vis de 
X,, et l'indépendance globale de ces deux variables. 


3/ - THEOREME 60 - 


Considérons deux v.a. X,, Y, telles que Y, soit asymptotiquement 
strictement indépendant de X, presque complètement. Pour que la somme 
Zn = Xh+ Y, soit stable p. co. , il faut et il suffit que X, et Y, le soient. 


Démonstration. 


Nous savons déjà que la condition est suffisante. Pour établir 
qu'elle est nécessaire, remarquons d'abord que, si Z est stable p. co. 
elle est à fortiori stable en probabilité ; vu l'indépendance asymptoti- 
que de X, et Y,, cela implique la stabilité en probabilité de X, et de Y.. 


En retranchant de X, et de Y, des constantes convenablement choi- 


sies, nous pouvons donc supposer que ces deux variables tendent vers 
0 en probabilité, et par suite que Z, tend vers 0 presque complètement. 


14 
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Dans ces conditions, la stabilité p. co. de X, entraînerait celle de 
Y. Il nous reste à examiner le cas où X, n'est pas stable p. co. 


Cette propriété de X, équivaut à l'existence d'un nombre 1 > 0 tel 
que, en posant : 


et : A 
CMP EC ON abs Ÿ a =+0 
DE 


Appelons 4 l'intervalle [- 


(SA Len 


; +7) mPuisque V0 Mona. 
P 
Pr {Y,E d }—1 


Ilexiste alors un nombre € > 0 tel que, si la distance 5 d'une loi 
L à la loi marginale de Y, est au plus égale à €, on puisse écrire : 


PTS _ Y étant une variable de loi L. 


Mais d'après l'indépendance stricte p. co. de Y, par rapport à X,, 
si E, est l'ensemble des valeurs de x, pour lesquelles : 


5 [B,(7), B(5; x,)1 < 
la série de terme général 
u = 1- Pr { X, E EF } est convergente. 
On a alors : 
IS VEN 4 Re Joue 5e Ein, 
et par suite : 
PIRE VC 0 /(LE ) > 5 


Ok® & 
PRE NES &, - Ù, 


p'ous: 
: 1 
ER CU Do, ce MEArre ,) 0 ou) 
La série («,) étant divergente et la série (u,) convergente, on a : 


DRM COMTE rire 


1 
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Il est clair que l'évènement : 
CN, Re 


il 
entraîne ZE 2- 


Finalement, on a donc : 


SPr{|Zl>z)=te, 

1 
c'est-à-dire que Z, ne converge pas presque complètement vers 0. Dès 
lors il est impossible que X, ne soit pas stable p. co. CAQ END: 


4/ - Remarque. 


La condition d'indépendance as. stricte p.co. qui figure dans le 
théorème précédent étant très forte, on pourrait se demander s'il n'y 
a pas moyen de lui substituer une condition moins exigeante. Nous som- 


mes en mesure de fournir une réponse positive à cette question. Ce- 
pendant : 


a) Ilest impossible de beaucoupassouplir la condition visée. 
Par exemple, l'indépendance as. stricte en probabilité ne serait pas 
assezforte. Nous le constaterons facilement en prenant pour loi du cou- 
ple (X,, Y,) la masse (n - 1)/n placée à l'origine et la masse 1/n au 
point x= 1, _y=-=J" On a: X +", 0; ce qui entraine fortiori: 
PV 0 NV (resp: Xiestias sir uindde (resp ar) ienbprobas 

PaCOc 
bilité, et tend vers 0 en probabilité. Cependant, ni X, ni Y, ne tendent 
; : 1 : 

vers 0 p.co. puisque la série » = est divergente. 

b) Il semble difficile d'obtenir une condition intermédiaire 


entre l'ind. as. stricte p.co. et l'ind. as. stricte en probabilité qui 
soit simple et naturelle. 


B-APPLICATION A LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES - 


VII - ETUDE DE LA LIAISON STOCHASTIQUE DE Y, ET 2, - 


1/ - Etude qualitative. 


Soit F(y)laf. dr. deW,,-et EH (y; z)laf. dr. de Y connaissant 
Zh = z. Nous allons d'abord examiner la position de la courben(y) =F,(y;z) 
par rapport à la courbe n(y) = F,(y). 


La f.d.r. F (y; z) est définie par: 
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EMMA) IUNSIFYEEZ 


n— 


Faen2)E ES) siy>2z 


Siles deux courbes envisagées sont discontinues, nous les com- 
plèterons par des segments verticaux de façon à obtenir des courbes 
continues. Il est clair que, au voisinage de la valeur y = z, on a : 
F (y) >F (y; z). Pour que les deux courbes se traversent, il faut et 


il suffit qu'il existe des valeurs de ytelles que : F,(y) < F,(y; z). Posons 
alors : 


F(y) = a 5 F(Z) = b (DRAP A) 


n-l 


Quand a est voisin de b, on a : 
a” b ve n 
LENS <a 


h-1 
Comme les deux fonctions a" et (2 ) sont continues par rapport 


à a, l'équation : 
n-l 


(=) co 


admet dans ce cas au moins une racine. Or, cette équation se résoud 
aisément en b : 


valeur qui vérifie bien la condition 0 <b< a 
Etudions les variations de b en fonction de a. 
Pour a = 0, b = 0, et b/a— 1 quand a—0. 


db 
Quand a—1, b—1/n, et da "1/22. 


On voit aisément que _ est > Opoura € (0,1), donc b(a)est crois- 


sante dans cet intervalle. La discussion de l'équation (1) est immédiate 
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b sur le graphique de b(a) : 


. = si b > l/n : 0 solution 


\- 


On a toujours F (y; z) < F,(y) 
0 7 à = Si b< 1/n:1solution 


Les deux courbes setraversent une seule fois. Pour yassezgrand, 
on a : 


FF (ÿ2,2) ECS) 
2/ = THEOREME.6 1 - 
La distance d,(z)entre les deux lois FE (y) et F, (y; z) définie par : 
RENE FE (NE (penIe 
vérifie l'inégalité : 


F(2) 


1 
d(2) < Sup {os 


} 


Compte tenu du fait que Z——-w, on en déduit que dn(Zn)—0 ; 
PeCO. p°.c 


c'est-à-dire que Y, estasymptotiquement strictement indépendant de Z, 
presque complètement. 


Démonstration. 


Posons : 


À (y) FE 1 (y) & KE (Ys z) 5 F°(y) F a 


L'ensemble des valeurs prises parA (y) quand ÿ varie de -œ à +o 
est contenu dans l'ensemble des valeurs que prend la fonction 


n=-1l 
- b , 
IDJEURE A LÉ : à POUrMpr Sarl 


Donc : 


Max { A(Y)} < Max { D(a) } 
et : (y) bÇ£a<i 


Min { A(y)} > Min {D(a)} 
(y) 


b< a K1 


On peut écrire : 


Sr ES L Fe) = D(a) 


—— mers 


CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÈMES 139 


La fonction D(a) est monotone croissante sur le segment (0,1) 
car sa dérivée : 
n-]l 


= n a - b 
D' = n=l _ RUE sé 
CE TES, (s = à 
s'annule pour a = 1, et est positive quarid 0 < a < 1. Par suite : 


Max { D(a) } = D(1) = > 


Finalement : 
b F(2) 
M A = 
Re COST 1 - (=) (1) 
D'autre part, en vertu de l'inégalité : a > à = . ON aE 


Dia)> alta 
Mais l'on voit immédiatement que le minimum de a" - a"-} sur le 


n-1 
segment (0,1)est égal à- 2 (1 - 2) quantité qui est minorée par 2. 


Mi Min{a(} > -1/n (2) 
y 


En rapprochant les inégalités (1) et (2), on obtient bien le résul- 
tat annoncé. 


Remarque. 
Bien entendu, Z, possède la même propriété d'indépendance limite 
vis-à-vis de Y,- 


VIII - INDEPENDANCE LIMITE DE Y°ET Z? - 
THEOREME 62 - 
Soit Y* et ZŸ les valeu1s d'un échantillon de rang « à partir de la 
droite et à partir de la gauche, Era (9) latd rimarsinalesde Yret 
F, (Wroz}dat dr. .de Y,,liée par Z$ = 2. La distance : 
d,(2) = Max (TE n,a (02 PRE A Zi} 


vérifie l'inégalité : 


(2 


À 1 
dA(z) < (—) HÉT “ 


Parsuite, d, (Z,) éme avec 1/n, et ainsi Y, “est asymptotiquement 
indépendant de Z}, presque complètement. 
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Démonstration. 


La loi marginale de Y; est : 


me PS} n-a | a-1 dt 
MAUE In =) (act il Lo CE) 


0 


Si l'on connait Zè = z, Y'se présente comme la valeur de rang « | 
(à partir de la droite) d'un échantillon de taille n -B, dontlaloiestégale l 


à DEL pour y > AE Ou MENT GENS CENT CEE 2, = % 


est donc : 
à FU)-F(2) 


= CRDE Vos PR 
RE remet 0 É fi etinettt COUR 


Considérons la différence : 
à (PER CTTE an(s) 


Il s'agit de majorer et de minorer A(y) quand y varie de z à +æo . 
En fait, 4 est une fonction de F(y) définie dans [ F(z), 1] . En rempla- 
çant F(y) par un paramètre t qui varie continôment entre F(z) et 1, nous 
ne pourrons qu'augmenter le maximum des valeurs de A (y) et diminuer 
leur minimum. Nous désignerons par D(t) la fonction déduite de 4 (y) 


par le changement de variable t = F(y). Il sera commode d'introduire F| 
la fonction : 


(no DIE 
OS nn), 


LR 


L n! \ É rase 0e à 
Mm-a)i@- Di J, \1-F(2) [1 -F(2)} 


On peut écrire : 

| DU LES ROME CO Ce 

d'où : 
Max { D(t) } < Max (F,,,(ÿ)- H(t) ] + Max [H(t)-F,,,(ÿ: 2) ] 


On a d'abord : 


H,(t) FE, (2 PRE - | F5: 2 


Donc : 


M -E : sn (nr een ‘ 
ax { H, (t) AVE z) } (n- B(n -B- D) .(n-B-« +1) = ul eee =" 
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Etudions maintenant F,,(y) - H,(t). On a : 


Eee) 
HAUTS [1 - F(2)e 


ets: 


_ _ x ao (1-t)91 
Un 1): dore ns SR (2))e Ée 
Par conséquent : 


£ He (6) k ne  [t-F(2) ae 
D RO pont: JF RENE 


Nous désignerons par K,(t) le second membre de cette inégalité. 


Dee ne sw(i- DE nr t- T2 2] 
cb Ad) : rs 

t - F(z) 
1 - F(z) 


Quant t est compris entre 0 et 1, on a constamment t > 


ce qui entraîne K}(t) > O. 
Par suite K,(t) est croissante dans l'intervalle (0, 1) et l'on a 


Max { K,(t) }= K,(1) 


© [1-F(2)]* (n-a)!'(«- 1)! 1 ( ) MERS d 


CRE) 
Le changement de variable u = Le donne : 


d 0 US Te _(n-a)!(a-1). 
/ (LE HF at | RAR EEE n 


AI EE) 


Il en résulte que : 


1 


Max{K,(t) } DAS À ; 
Finalement : 
$ 1 
Max{ D(t)} < =) ÿ CUS E (2) 0 1 
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et enfin : 


et, à fortiori, la relation annoncée pour d,(z). 


Remarque. 


avec n, mais ce n'est que pour des indices a«(n) et B(n) convenablement 
choisis que l'indépendance limite persisterait., Nous n'aborderons pas 
ce problème ici. 


JEAN GEFFROY 


Pour minorer D(t), nous partirons de : 


+t-Ftz) 


ne : TF2) à n-a-8 al 
; Re ne u lu du 
el ee ni lab 
Pui jap tete) on a aussi : 
uisque RTE : 


ee "4 n-a Ce 
F0: ee | u Ft u) sde 
i le 


On peut alors écrire : 
Et 


| a NS et NC 
«0 


La fonction qui figure sous le signe d'intégration étant négative : 


Fr n le rarement ES 


Min {D(t)} > RE ETES [ t--8(1-t)%1(t8- 1) dt 
L "JL 
= ne ESRE 1b) je _{aa-Bt(es D: | 
(n-ax)!(x- 1): n ! (n=p)! 
Set MD alt cer Jl) 


“(n-pjin-B-1)...(n-a-p +1) 


Min{D(t)} >1- ==) 


En résumé, nous avons : 


he (=) he. EE a 1 | 


La double inégalité ci-dessus est encore valable si « et P varient 
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IX - STABILITE EN PROBABILITE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE - 


THEOREME 63 - 


Le milieu M, d'un échantillon (ou son étendue R,) est stable en 
probabilité si et seulement si les deux valeurs extrêmes Y, et Z sont 
stables en probabilité. 


C'est là une conséquence immédiate des théorèmes 59 & 61. 
Dans ce cas : 
= 1 ° dl 1 
MARIE) — 0"; Z, - F° (=—0 
n P n P 


donc : 
1 
M, - e 


RS 1 ee 
Rai En) + Fr (D)1——0 


Corollaire 63. 
Pour que M, converge en probabilité vers une limite certaine 1, 
il faut et il suffit que Y, et Z, soient stables en probabilité, et que l'on 
AIDE: 
te ML) Re) quand n — 
2 n n 


Notons d'ailleurs que l'on peut remplacer 1/n par une variable 
continue h qui tend vers 0. 


THEOREME 64 - 


La stabilité de l'un des milieux ou pseudo-milieux M entraîne 
celle de tous les autres, et de plus : 


M -M,— 30 
p 
Démonstration. 


1 
D'après les théorèmes 59 & 62, M” = AE Z®) est stable en 


probabilité siet seulement si Y; et 7 le sont. Or, nous savons (th. 26) 
que la stabilité de Y équivaut à celle de Y,, et que la stabilité de 7 
équivaut à celle de Z,;. 


Finalement, nous voyons que la stabilité de M équivaut à celle 
de M,. En utilisant les relations : 


MÉLS VA A) ; Di 250 
n n p p 
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on obtient : M6 - M— 0 
p 


Coroillaire 64. 


Si l'un des milieux ou pseudo-milieux M6 converge en probabi- 
lité vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette limite. 


X - STABILITE PRESQUE COMPLETE DU MILIEU ET DE L'ETENDUE - 


En s'appuyant sur les théorèmes 60, 61 & 62, on obtient les ré- 
sultats suivants : 


THEOREME 65 - 

Le milieu M, (ou l'étendue R,) d'un échantillon est stable pres- 
que complètement si et seulement si les deux valeurs extrêmes Y, et 
Z, sont stables presque complètement, 

On a alors : 

NUE CFO se +F7(-)]— 0 
ñ 09 n 623 : 
Corollaire 65. 


Pour que M, converge presque complètement vers une limite cer- 
taine 1, il faut et il suffit que Y, et Z, soient stables presque complè- 
tement et que l'on ait : 


1 , : 
ere (F-(1-h)+F"(h)]—0 avech. 
THEOREME 66 - 


La stabilité presque complète de l'un des milieux ou pseudo-mi- 
lieux M%$ entraîne celle de tous les autres, et de plus : 


Mo = NES 0 
peCoe 


Corollaire 66. 


. 1 24: 21: a 
Si l'un des milieux ou pseudo-milieux M converge presque com- 
plètement vers une limite certaine 1, ils convergent tous vers cette 
limite. 


24. 


CHAPITRE Vi 


ÉTUDE DE CERTAINES LOIS LIMITES 


I - INTRODUCTION - 


Les premiers statisticiens qui étudièrent les valeurs extrêmes 
d'un échantillon constatèrent qu'en réduisant convenablement la loi de 
Y,, c'est-à-dire en substituant à Y, la variable a, Y, + b, (a, > 0), celle - 
ci admet souvent une loi limite : 


LÉ = lim e'(a xihb) 


n > © 


Dès lors, les deux problèmes suivants étaient posés : 
1/ - Quelles sont les formes possibles de L(x) ? 


2/ - Quelles conditions doit vérifier F(x) pour que F'(a,x + b,) 
converge vers une loi L(x) d'un type déterminé ? 


D'importants résultats ont été indiqués sur ce sujet par Fisher 
et Tippett, Gumbelet Von Mises, mais c'est Gnedenko qui a résolu (en 
1943) les deux questions précédentes dans le cas général et de façon 
vraiment rigoureuse. 


La méthode suivie par Gnedenko pour résoudre le premier pro- 


blème s'étend d'elle-même à un problème un peu plus complexe, et 
doué, nous semble-t-il, de quelque intérêt pratique. 


Considérons un système de k variables aléatoires > TR US Cie 
Ayant pour f.d,r. H(x!, x2,...xk). Ce sont les coordonnées d'un point 


M de l'espace euclidien E . 


En faisant n épreuves indépendantes, on obtient n points M, M , 
...M,. Appelons X;, se. ... X: les coordonnées de M;, et posons : 


6 = Mas XX. Xi) PE ENS) 
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Lat, dr. du point (Monte 


Ni 220 


Met 
EURE, 2408) CO 


Quelles sont alors les lois limites possibles de l'ensemble De, 
sé Y:) ? Dans l'hypothèse k = 1, nous montrerons comment certains de 
nos résultats peuvent s'appliquer à la détermination des lois limites du 
milieu ou de l'étendue, mais nous n'insisterons pas sur ce point, qui 
a déjà fait l'objet de nombreux travaux. 


A - CONVERGENCE DE DEUX LOIS DE PROBABILITE DU MEME 
VB EEE 


I - CAS DE LOIS A UNE SEULE VARIABLE - 
1/ - Définition. 
On dit que deux f. d. r. F(x) et F"(x) sont du même type s'il existe 
deux constantes a > 0 et b telles que : 
FAR) (ar b) 


Cette terminologie est classique depuis Khintchine et P. Lévy. 
Il est clair que la propriété pour deux f. d. r. d'être du même type est 
une relation d'équivalence dans l'ensemble des f.d.r. En principe, 
nous considèrerons des f. d.r. non dégénérées (c'est-à-dire telles que 
F(-w) = 0, F(+w) = 1) et non unitaires (c'est-à-dire telles que toute la 
probabilité soit concentrée en un point). Une loi ni dégénérée ni uni- 
taire sera dite propre. On définirait de façon similaire deux f. d.r. de 
même type dans le cas de plusieurs variables. 


2/ - THEOREME 67 - 


Etant donné une suite de f, d.r. F (x), supposons qu'il existe des 
constantes a; 10, 0 M0; betptellesique 


F, (a,x + b,)=50 (x) 
EF (ax + P,)— y (x) 


les deux fonctions ® (x)et y (x) correspondant à des lois propres. Dans 
ces conditions, © (x) et y(x) sont du même type. 


Démonstration. 


Soit E l'ensemble des points de continuité de © (x) et E'l'ensem- 
ble des points de continuité de w (x). 
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Puisque © (x) est non dégénérée et non unitaire, il existe dans E 
deux nombres x, et x, vérifiant les inégalités : 


DÉS OIES)E AIO: KE) 
Considérons alors la suite & définie par : 
ax, +b,= 4,6, +6, 
ODA FSC D) SEEN MERE pa) 
La suite 6, est bornée. En effet : 


a) sie, n'était pas majorée, on pourrait trouver une suite 
infinie n; telle que, aussi grand que soit AE E', on ait. 


É > A 3 
donc : ARE RE DR (A +) 
et à la limite : ® (x) > v (A) 


Cela entraînerait 6 (x,) = 1 contrairement à l'hypothèse. 


b) On verrait de même quesi 6, n'était pas minorée, on au- 
rait © (x,) = 0, ce qui est impossible. 


D'autre part, On peutéerirer: 


a b, - 
2  e 
CA et 
d'où: 
; b 
co < Ex + AR < +0 (D 
Xn Xn 
Par analogie : 
a Dn - 
SCIE op. LE 2 Sr to (2) 
an Xn 


On déduit de (1) et (2) que : 
an 


US (RUES 
An 


b, =Bn 


n 


= est borné. Il en résulte que est aussi bornée. Fina- 


a 

donc que 
Xhn ; 

lement, nous voyons que l'on peut extraire de la suite des n une suite 


n ; pour laquelle : 
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3 : j L 
lim. Lim. ——— zu 
j > A; MAÉ ne 


où À et u sont deux nombres finis. On a d'ailleurs À x 0, car par rai- 
Xn 


est borné. 


son de symétrie, le rapport = 


Choisissons alors un nombre x € E et tel que : 


EN ASS un (Æ T 


La suite En; définie par : 
An. X* TP 15 An. Se qe Ge. (3) 
j j Es) j 


converge versé. Aussi petit que soit e > 0, on peut toujours trouver 
deux nombres h, >0eth, > 0 vérifiant les conditions 


bise, he en Et 2 SC CR CNE 
Onaura alors, POUR JAH EC AR En, née ebe 
F, Lao,(£- ht, 1 <E, (an, En; +Bnj)< Fo, Lan, (5h) fn, ] 
d'où, en passant à la limite et en tenant compte de (3) : 


y (EDR) < 9) eye rm) 


La fonction y étant continue pour la valeur de & envisagée, on a 
nécessairement : 


® (x) = y(E) = y (Ax+u) 
Cette relation est établie pour tout x sauf peut-être pour un en- 
semble dénombrable de points. On en déduit qu'elle est vraie quel que 


soit x, en remarquant que (x) et y (x) sont monotones croissantes, et 
continues à gauche. 


Ainsi, ces deux fonctions sont bien du même type. 


Corollaire 67. 


S'il existe des constantes EN > 06 «> D, IE prtellesiques 


F (ax b,)— © (x) (4) 


F, (a %+ Bn) 50 (x) (5) 
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où o (x) est une loi propre, on a nécessairement : 


(4 an : b, - 
lim. SAN & lim. Bas bn = 0 
n > œ Xhn n > wo an 


Réciproquement, sices deux conditions sont satisfaites, la rela- 
tion (4) implique la relation (5). 


Démonstration. 


1/- D'après ce que nous avons vu plus haut, si les relations (4)et 
(5) sont vraies, on a : 


a C4 = 
DL 00) LÉ I DRE Pres 


X n dn Xn 


Supposons que a,/a, netende pas vers 1. On pourrait alors trou- 
ver une suite n; telle que : 


= À) ENMCC À MEET) 


crquer 


i er 


n, 
1 


En procédant comme ci-dessus, nous aboutirions à la relation : 


© (x) = O(Ax + u) (6) 
Doit x le nombre définipar: x, = Ax Th 
Introduisons la nouvelle variable z = x - x,, et posons : 
(x) = (x, + Zz)=0 (2) 
Il vient : 
OAx+u)=0 [A(X. +z)+u] =È[LA(X +z)+u- x, ] = (Az) 
La relation (6) s'écrit : 
® (Z) = © (AZ) 
En itérant, on obtient : 


A 


6 (z) = ® (A°Z) 
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où n est un entier positif quelconque. Pour tout z > 0, on a : | 
® (z) = Jim. 6 (Az) = Ô (+œ)=1 

Pour tout z <0 


® (Z) = lim. ® (X°2) 
n > © 


il 
e 
S 
Û 
8 
il 
[æ) 


La fonction ® (x}, supposée non dégénérée, serait donc unitaire, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Par conséquent : 


lin. (a fe,) = 1 
n > 


Supposons maintenant que (b, - B,)/a«,; ne tende pas vers 0. Il exis- 
terait alors une suite n telle que : 


ee rem ra doi 


b,. É Bn,)/an.—u 


avec u # 0. On aurait donc : 


D 


(x) = O(x +u) ë 
d'où l'on déduit : © (x) = ®(x +ku) 


k étant un entier quelconque. En faisant tendre k vers +® ou - «© 


on #i 
obtient : | 


D) 0 (oh aies) 


ce qui est impossible puisque ® (x) n'est pas dégénérée. On a donc né- 
cessairement : 


lim. (b,-B, )/a, = 0 


n > œ 
2/ - Réciproque. 
Partons des conditions : 
PA(SESED*) AR (x) loi propre 
lim. (ae) = T% "me (be 0 
n > œ n > œ 


Prenons un nombre arbitraire x dans E, et associons-lui la suite 
£, définie par : 


du En D So pet Ba 
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Quand n—w, 6—— xet, puisque ce point est un point de con- 
tinuité de o(x), on a : 


HE Ta RE Pb) (+) 


n > œ 


d'où : lim. F(asyx+Br) = © (x) CORP: 0: 


n > œ@ 


IIT - CAS DE LOIS À PLUSIEURS VARIABLES - 


Les résultats analogues au théorème 67 et au corollaire 67 pour 
des f. d. r. de plusieurs variables s'établissent facilement si l'on s'ap- 
puie sur certaines propriétés de ces f. d.r. 


Signalons tout d'abord qu'une f. d. r. de plusieurs variables sera 
dite propre si et seulement si toutes les f. d.r. marginales associées 
sont des lois propres ; unitaire, si l'une des marges est unitaire. 


THEOREME 68 - 


; 1 : ; 
Si o(x, +w,...+)estcontinue pour x = x}, la fonction 0 (x, x’, 
... x") est continue dans tout le plan x’ = x}, sauf peut-être en son inter- 


section avec un ensemble dénombrable de régions : 
xi=ICconstante (1-12, 3,.... OULK) 


Démonstration. 


Choisissons deux points : 


MAC NME COMENT. xl: 


le premier est dans le plan x = x, le second est absolument quelcon- 
que. On peut écrire : 


HU) HU) =- let x. +) 0x, #,...2)1 


k 
HLoUX, ol E RAR 0) ne 
PO ENXZI. xt, ONE RE (7) 


Montrons alors que : 


RCAESS Xi, X) OX, x2,...x1) | < |®(x;, HO -e 00) 
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Supposons par exemple xÿ > ae Après avoir supprimé les signes | 
de valeur absolue, mettons l'inégalité ci-dessus sous la forme : 


k 
(Eh, +0,70) 6 (RER Ne) 


HR) 


Elle est maintenant évidente, car le premier membre est égal à : 
k 


Pr (X<x;}- Pr ((X <x) M IMX <x)1} a. 


=2 


k . + 
Pr HR NT ENERESS ONE 


i=2 


tandis que le second est : 


k 
Entrées) ANUS 10 
i=2 
On traiterait de la même façon le cas x1 < xl, et l'inégalité (8) 4 
est ainsi établie. En l'appliquant à l'équation (7), on obtient : | 
k : 
Re (Mo) (MN RSSE ares rt Re Ole EC Ne re) 
i=1 


Dans ces conditions, si l'on pose : 


PS ae DE ve M AU RTS LS 


SRE se ne 6 (RS NO FORD) RSR En) 


ONE 


i 
0? 


1 k Ÿ = | = 
SR en 5) € Si LOL CH O R RIER O0 En) CE 


ce qui s'écrit, en appelant s,i(x!) le "saut" de la loi marginale de X' au 
point x; : 


k 
S(RS, Re cn) IS RES RON) 
Par suite : 


k 
HER pe) A0 —> D S (Ke 6 
i=2 
OM, s,1(x') n'est positif que pour une infinité dénombrable de va- 
leurs de x', d'où le théorème. 


Lemme 69. 


Si une suiterde f dr (st. converge légalement vers 
d(x1ix2...x"), cette fonction vérifiant la condition ®(+,+4,,,.+œ) = 1 


» 
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la convergence de F(x°, y,...y) vers F (xl, +®,.,.+®) quand y—>+ 
est uniforme par rapport à n. 
Démonstration. 

Si le lemme était en défaut, il existerait un nombre 5 > 0, une 
suite d'indices n; et une suite de valeurs de y (5) telstquer: 


Ver (0 avec, et 
J 


MSP ee Dee AR CS ARDUES 0 
j J J J 


e étant un nombre positif arbitrairement petit, on peut trouver un point 
(A ,...A*) en lequel vest continue, et vérifie : 


FR er LUS Ne A le 
On'a 
Bar eat a. PAñ) = etat, A... A") 
n > œ ù 
donc : DONC ES CNRS EE EE quand j>j (9) 


nj € 
D'autre part: 
ONE MAR (EPS RS) > (ri, are) 

j | j 

Pour j assez grand : 
2 LS 
VAMArH ANA), 
j 
d'où : HP CON, (APE AS) 0e 
j 


et cette inégalité est manifestement incompatible avec l'inégalité (9) 
dès que 2e <& . 


Lemme 69'. 


Etant donné une f.d.r. ®(x1, x2,...x*) vérifiant la condition 
dou, no), 
si une suite de f.d.r. FE, (x1, x2,...x") converge légalement vers OPAIS 


suite des lois marginales F (xl, +w,...+w) converge légalement vers 
CRE RRO Ne -n). 
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Démonstration. 


Soit xiun point de continuité dep(x!l, +®,...+),. 


Atout e > Oarbitrairement petit, il correspond en vertu du lem- 
me 69 deux nombres y et n, tels que, pour n> n,, on ait : 


F (x° +o,...+o)- F(xe, Mo e ICE 


n 0? 
et b (x Ho, RON RETIRE 
L'ensemble des points de discontinuité de ® (x:,...xK) situés dans 
le plan x! = xlcorrespondant à un ensemble dénombrable de valeurs 
de x?, x3...x", on peut choisir y de façon que ® (x!,...x"“) soit conti- 


nue au point (x, ÿ,...ÿ). 
En ce cas : 


LU CRC Ve ER ER 


k OUT 
n œ@ 


Il existe donc un indice N > n tel que n > N entraîne : 


MÉES TN on De 
Finalement, on a quand n >N : 


DECRS Ho ohne (ee, on 
D ET D ue A DE A De en 
FER Ye NN ON TN 
1 


+ le (ur mydee (lie eos 


THEOREME 69 - 


Etant donné une suite de f. d.r. F,(x!, x2,...x*), supposons qu'il 
existe des constantes a! > 0, a > 0, b\ etp, (i = 1,2,...k) telles que : 
Fake be 72e LES 4) 
Foix PR ai TES ol eme) 
n [£ 


les deux fonctions ® et y correspondant à des lois propres. Dans ces 
conditions, o(x!,x2,...x") et y(x1,x2,...x*) sont du même type. 


Démonstration. 


D'après le lemme précédent : 
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F(a,x +b,, +o,...+@)—>o(x, +®,...+@) 
F(anx +Bn, +w,...+@)—y(x", +&,...+@) 


Donc les quantités ax ER a san et(Bs - b;) )/an sont bornées. D'une 
façon générale, les quantités «,/a,, a,/a) et LES ENTER) 
sont bornées. Par conséquent, ilexiste une suite d' ibdiegs n, role Le : 


lim. a! lens =A\ (#0 &®); lim. (bi ee he 


A un point x(x!, x?,...x") faisons correspondre le point € (E1,.., €) 
P DOM 


par les formules : É 


ET US RTE î UE 
a, X MAS RES Wie (i RAS ESA) 
On a î î i 
î Fe î ER bn 
= RTE 
à. a oi 
ny ny 


et l'on voit que la suite de points &, a une limite & quand v—« ,de 
coordonnées : 


gi EURE ART 
Supposons qu'aux points x et € considérés, les fonctions © (x) et 
y (£) soient continues. Alors : 


lim. F, , ( CA e 0 ee mn, ee ER) 


v > © 


= lim. F, NE x 4 br tee X+b, EC) 


v > © 


On peut toujours trouver k nombres positifs hi tels que hi <e et 
que la fonction y soit continue aux points (£' - h') et (£' +h'). 


POUrVEAUE)EROnNtAN 
g -h çé <e+n 


et D eh) 6 (Gen) Ep] 
rh 
<a En = ON COM 0 A PRE A NS 


On en déduit, en passant à la limite : 
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y (Et HE, .:60 = NE Nm EEE nl) 
et, puisque y est continue au point (€! ,...€") 

ÿ (ET TE ARTE Je (RO SE A REN) 

En vertu du fait que © et y sont monotones et que l'ensemble de 
leurs points de discontinuité est de mesure nulle, l'égalité précédente 
est partout vérifiée, donc w et ® sont bien du même type : 

AUOT AS Re O0 re | 


Corollaire 69. 


S'il existe des constantes ë. 0 ai Su). b\ et pi (Le 122760) 
telles que : 


F (a xi+b},...aix"+bi)—0(xt,x?,...x"*) (10) 
NT Sr Te, Ou: 0 (x,x?,...x*) (11) 

où o est une loi propre, on a nécessairement : 
lim, alfa = à lim, (b} -pi }/a) =0 (12) 


(LEST 2 UE) 


Réciproquement, si la condition (10) est satisfaite, les conditions 
(12) entraînent la condition (11). 


Démonstration. 
Si (10) et (11) sont vraies, on a, d'après le lemme 69 : 


EN REDEe à born on 1 CS ca dr CA) 


LD Cap Set D D er dd 0 ou 
d'où l'on déduit, d'après le corollaire 69, que al/al—1et(bl-pl}/ai —.0. 
Même démonstration pour les autres valeurs de i. 


Pour établir la réciproque, choisissons un point de continuité de 
®, soit(x!, x?,... x“), etassocions-lui la suite de points & définie par : 


ai) FRS NS 


On 2 : PS x +p> RE à LP) SFR ES EbS Re a rb) 
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Quand n—w, & —x, et puisque o est continue en ce point le 
Second membre de l'égalité précédente tend verso (x). On a donc bien, 
en tout point où o est continue : 


lim. DA CE ee RTS ET Ne ES à) 
n œo 


B - DETERMINATION D'UNE CLASSE DE LOIS LIMITES - 


Soit Nes ve 1 j'a les plus grandes valeurs d'un échantillon den 
points à k dimensions. Nous allons rechercher les lois limites possi- 
bles pouruntel système de v.a., c'est-à-dire les formes possibles des 
limites de la fonction : 

HA SSID ax IDE) 

Nous désignerons par L l'ensemble deces lois limites, dont les 
marges seront toujours supposées ni dégénérées, ni unitaires. Li con- 
tient seulement trois types de lois, mais pour k > 1, on a des ensem- 
bles qui dépendent de fonctions arbitraires. 


IV - L'IDENTITE FONDAMENTALE - 
THEOREME 70 - 
Pour qu'une f, d. r. propre ®{x!, x2,...x*) appartienne à IX, il faut 


et il suffit qu'à toute valeur de l'entier p > 0 corresponde un système de 
constantes a > 0, pj donnant lieu à l'identité : 


Pa LR ee pero (xt x") 
Démonstration. 
2) Sie L'iilexiste une f.d.r. F{(x, x°,...x) telle que : 


Me, x edlon, (axe Dr... a x" #b;) 


Soit p et m deux entiers positifs, le premier fixe, le second va- 
riable. On peut écrire : 


P d 2 k 
Do er Din. aacthe)l = (x "x »,..%") 
m > oo 
[l\én résulte queFalx tbe ,...a, x*+bf,) a une limite quand 


m— w et, d'après le théorème 69, cette limite est nécessairement du 
même type que +. Il existe donc des constantes, , B, pour lesquelles : 


k k = L 2 k 
DP(asx +B;,...08 x The (xx...) 
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b) Réciproquement, si l'identité précédente peut être réa- 
lisée pour chaque valeur de p,0 € L' 211 suffit pour le voir de choi- 
SH 


PR ne 0e) 
V - DETERMINATION DE L - 

1/ - Rappelons qu'ils'agit de l'ensemble des f. d.r. propres o(x) 
telles que, àtoute valeur de k (entier positif) il corresponde deux nom- 
bres «, et B, pour lesquels : 

(ox X +Bx) = © (x) (13) 
THEOREME 71 - 
Etant donné une f. d.r. ® (x) vérifiant l'identité (13) pour une va- 


leur déterminée de k > 2, il se produit nécessairement l'une des trois 
circonstances suivantes : 


dJ'apr>le 
On Alors © (x) = 0 pour x< Bx/(1 -ax) 
et: 0,0 (x). < 1 «pour x pe/(ttxe) 
b) ug € 1, 
On a : O <®(x) < 1 pour x < Bx/(1 -ax) 
et : DR) pour = NICE TS) 
Chap =# 1: 
Onas ON (R) EE pour tout x. 
Démonstration. 
a) Si a, # 1, l'équation : Ou XP, 
admet une solution : X, = By/(i - ax) 


L'identité (13) peut s'écrire : 


0‘ (x taxh) = 0 (x + h) (14) 
Pour h = 0, cela donne : 0 CERTES) 
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dore d (x) = 0 OU SON) = II 
Supposons d'abord ax > 1. Sih est négatif, on a : 
Xe Le OA EE RU 
donc : DAS h} OS rh) 
Mais, en vertu de (14) : 
O (x, +oxh) >0(x.+h) 
Onadonce: 
SAXE Ex h)=men(x ot h) 


et par suite : 


o (x +h}) =06(x,+h) pourtout h< 0 
La loi ® (x) n'étant pas dégénérée, cela entraîne : 
9 (ST h)/=,.0 pour h<0 
On aura aussi :0 (x) = 0, puisque © (x) est continue à gauche. 


Prenons maintenant une valeur positive quelconque de h, et mon- 
trons que : 


Do ER RENT 
En effet, si l'on avait : 
o (x + h) = 0, 
on aurait également, d'après (14) : 


OCEAN) D 
et, en itérant : 


gta h) {#0 m(n'entier.> 0) 


Quand n—, h4 —+x, d'où : ® (+) = 0 


ce qui est impossible. 
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Son avait 


g (RAM IPEMTE 
on aurait aussi, d'après (14) 
D (KR Se RE 
et, en itérant : 
® (Xe +h/ax) = 1. 


Quand n——0, h/a, —0, d'où: "6/(x5# 0) 


Cela est impossible, car o(x) n'est pas unitaire. La 1ère partie 
du théorème est donc établie. 


b) Supposons a, < 1, et considérons le nombre x, défini plus 
haut. Si h est positif : 


PRO ONE anal fi 


donc : d(x, ta, h) < 06(x,+h) 


Or, d'après (14) 


( END ACT h) Cd (x +h) 


NA 


4 


On a donc : 
De M) MSN ON SEEN) 


et.par suite : } 
DR) = OR CR) DOURTOUMNE 210: 1 


La loi de o(x) n'étant pas dégénérée, cela entraîne : 
DÉC) EMI pDOouTihe 0 
(x) n'étant pas unitaire, on aura aussi : OURS 
Donnons à h une valeur négative quelconque, et montrons que : 


OO EN) SI 
S1 l'on avait : | 
DAS) NO 


on aurait aussi, d'après (14) : 
(0 (GS +ak h) = 0 


40 


CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÈMES 161 


et en itérant : 


dx ah} < 0 
Quand n — w, ak h——0, d'où : ® (xo) = 0 
ce qui est impossible, 


SION avant 


MES ANNEE 
on aurait aussi, d'après (14) : 
DÉSERT) 


et, par itération : 
(Rene) 

Quand ne hot, "d'où: 2 (=) = 1 

ce qui est impossible. 
Cote, MPa rrelation (ds) isiécrit.: 
©“ (x +4) = (x) (15) 

On a évidemment P,# 0, sans quoi 0(x) serait dégénérée ou uni- 
taire. Montrons que l'on ne peut avoir (x) = 1 pour une valeur finie de 
la variable. En effet, on aurait alors, d'après (15)0(x *B,) = 1et, en 
itérant : 6(x F np, )= 1. 


Il en résulterait, en faisant croître indéfiniment n : 


Ho MER SD Er 


ce qui est impossible. 
On verrait de la même façon que © (x) # O0 pour tout x. 


Corollaire 7" 


Soitunef. d.r. o(x) € L, c'est-à-dire vérifiant l'identité (13) pour 
toute valeur de k. Dans ces conditions, les coefficients «, associés sont 
tous supérieurs à 1, ou tous inférieurs à 1, ou tous égaux à 1. 


Dans les deux premiers cas, le nombre x =Bx HE h)Eesendes 
pendant de k. 
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Démonstration. 


pi 
Appelons respectivement K;, K,, K, les sous-ensembles deL for- 
més par les f. d. r. o (x) telles que : 


a) il existe un nombre x, vérifiant les conditions : 


DR) ON pour rx, NON DIET) MIN DOUTER 
b) il existe un nombre x, vérifiant les conditions : 
O<o(x) LL pour x< x, ; GR EMMpoues 
C)JMOn a: 0.< 0 (x) < I rquelique soit x 


Ces trois sous-ensembles sont disjoints, et il résulte du théorème 
dique 


MOI ASE EE 
d'où l'on déduit la 1ère partie du corollaire. 


Quant au nombre x, = B«/(1 - ak), il est clair qu'il ne dépend que 
de o(x), et non de k. 


2} - Etude de la famille K.. 
THEOREME 72 - 


Pour qu'une f.d.r. appartienne à K, il faut et il suffit qu'elle 
soit du même type que l'une des fonctions ®, (x) (u > 0), définies par : 


o, (x),=0 POUR A0 
Le 9 exp(-x ”) pour x > 0 


Démonstration. 


On vérifie immédiatement que toute fonction de même type qu'une 
fonction 6,(x) appartient à K,. Etablissons la réciproque. Soit o (x) une 
fonction de K,. D'après le théorème et le corollaire 71, il existe une 
constante x, telle que : 


: 
| 
{ 
ne | 
| 
| 
| 


rat 


NÉS 11 NC OT M RO TS GE pie in > ( 
Il s'agit de déterminer @(x, + h) pour h > Q. Pour cela, posons : 


f(h) = =Lopgo(x. Fh) 
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La fonction f(h) est positive et monotone non croissante. 
À tout entier k > 0, il correspond un nombre a, > 1 tel que : 
k f(a,x h) = f(h) 
GX 
- k f{u) = f(—") (u > 0) 
TK 
En particulier, on a : 
2 f(u) = f(Au) I il 
3 f(u) = f(Bu) B< cl 
En itérant, on obtient : 
f(A" u) = 2 f(u) (AA ONE) 
f(B u) = 3 f(u) HAS 


Puisque f(u) # 0 pourtoutu > 0, il est impossible de trouver deux 


indices m et n tels que : A" = B". Donc le rapport Log À / Log B est 
irrationnel. 


Soit À unnombre positif quelconque, et € un nombre positif arbi- 
trairement petit. L'ensemble des nombres de la forme : 


n CEA SE m 
Log B 
étant partout dense, on peut toujours chcisir m et n de façon que : 


. Log A Log À 


15 
< ————————— 
Log B 1e Log 5 |Log B | 


Ona alors: 


Ci, re 06) ke 1) 


On peut écrire, d'après les équations (16) : 


de = n +_U 
(EU) =) 
f(u) = ftEs) 
d'où l'on déduit : F(A ef u) en f(u) (17) 
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Supposons alors que € ——0 tandis que m—+tæetn —_10. ON 
LogA = Fine (n Log À - m Log B) < © 
€ 0 > 
D'après (17) on a aussi: 
n Log 2 - m Log 3 < w 


Il en résulte : 


Log A Log 2 
Log B Log 3 eo 


CRE 


Posons : 


Log2 . Log _ (u > 0) 
Log À 0 Log Bo . 


On.peut donc écrire : 


on 
£ CORRE na 
lim. 3m 


Le second membre de (17) ayant une limite quand € — 0, le pre- 
mier membre a également une limite, qui est f(A u), et l'on a : 


f(A u) = A f(u) (18) 
En faisant u = 1, il vient finalement : 
f(A) =A/f(1) 
ce qui prouve que f(h) est de la forme : 
(H)E= Cine CAGQMEND) 


Remarque. 


La limite du second membre de (17) étant continue en À, il est 
légitime d'écrire: 


lim. f(A eu) = f(A u) 
3/ - Etude de la famille K,. 


THEOREME 73 - 


Pour qu'une f. d.r. appartienne à K,, il faut et il suffit qu'elle 
soit du même type que l'une des fonctionsy, (x) (v >0}), définies par : 
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PAU) TeXD = (x) pour x< 0 
FN C9 D pour x> CO 


Démonstration. 


Condition suffisante : évident, 

Condition nécessaire : on procède comme au théorème 72, en re- 
marquant simplement que, cette fois, f(h) est définie pour h < 0, On 
arrive ainsi à la relation : 

f(A u) =A”f(u) (v > 0) 
qui donne, en faisant u = - 1: 
LEN)E NET) 
d'où : 1(n) RCE) CAO D 


4/ - Etude de la famille K,. 
THEOREME 74 - 


Pour qu'une f. d. r. appartienne àK,, il faut et il suffit qu'elle soit 
du même type que la fonction : 


A (x) = exp(- e”*) 


Démonstration, 


Condition suffisante : évident. 


Condition nécessaire : nous avons vu que toute f. d.r. de K, est 
caractérisée par l'identité : 


“(x +Bx) =0 (x) (RES En) (19) 
Le changement de variable x = Log u (u > 0) transforme © (x) en : 
F(u) = o (Log u). 
Si l'on pose : 
Bx = LOg ak 


l'identité (19) devient : F“(açu) = F(u) 
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Dans ces conditions, F(u) E K,, donc elle est de la forme : 
F(u) = exp(- u) | (u> O0) 
Finalement, on a bien : 
D(x} = exp( eE EN) 


Remarque. 


Les f. d.r. du type 0, (x) et y, (x) sont généralement appelées Mois 
de Fréchet'',. La loi …A (x) est dite : ‘'loi de Gumbel". 


VI - DETERMINATION DE L - 


1/ - Afin d'alléger les notations, nous prendrons k = 3 ; les ré- 
sultats de notre étude s'étendent d'eux-mêmes au cas général. 


Posons : I = L. La famille L est donc l'ensemble des f. d.r. 
(x, y, z) dont les marges ne sont ni dégénérées, ni unitaires, et qui 
vérifient pour toute valeur de l'entier p > 0 la relation : 


PP(aix rh, ay +6, z F6) 6 (x, y 2) (20) 
(CR RUE A0 EE) 


2/ - Etude des marges. 


Les lois marginales d'une fonction ® € L sont, par hypothèse, 
des lois propres ; désignons-les respectivement par A(x), B(y), et C(z). 
Elles vérifient les identités : 


AP(alx+pt) = A(x) : B'(ay+p2) =5(y) 
CP (az +p?) = C(z) 


Donc, elles appartiennent à L! (ceciest d'ailleurs évident à priori). 
Nous allons supposer dorénavant que A(x) est.du même type que ©, , 
B(y) du même type que y,, et C(z) du même type que exp(- =) à Moyen- 
nant une transformation linéaire sur chacune des variables X, Y et Z 
(qui conserve leur type), nous pouvons alors nous ramener au cas où : 


A(x) = exp(-xŸ) ; B(ÿ)= exp y) CAEEDE EN) 


avec : 20 et MAS), 


La fonction o est changée en une fonction y (x, ÿ, Z) qui vérifie : 


P 


y (ax, a? y,z+63) = y(x, y, 2) (21) 
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Nous appellerons L' la sous-famille de L formée par les fd re 
propres qui satisfont cette identité pour toute valeur de P. 


3/ - Considérons les trois v.a. positives U, V, W, déduites de 
X, Y et Z par les relations : 


JT PS RES Ce ES W = exp(Z) 


Leurs f. d.r. marginales sont : 


ie 


AU) Pr U<Uu Er Pr XEU } = exp(- À) 


B,()ePrIVev)=Pr{Ve: v? y exp: à) 


CS (W) = PROWEW) = Pr{Z< Log w } = exp(-2) 


Quant à leur loi jointe @ (u, v, w) elle est définie par : 
1 -i 
O(u;.v, w)= vu”, - v”, Log w) 
Il est facile de voir que © C L. En effet, l'identité (21) peut s'é- 
crirel: 
a 
nLOPWEC) = (UV 


vit 
vie 


FE 
yP (au“, - bv , LOg w) 
Ou : @P(a“u, b-”v, e°w) = © (u, v, w) 
relation qui est de la forme : 


@P (a'u, b'v, c'w) = © (u, v, w) 


En considérant les lois marginales de ©, on obtient immédiate- 
ment : a' = b' = c'= p. Finalement, © vérifie la relation : 


@P(pu, pv, pw) =@ (u, v, w) (22) 
4/ - Soit L"' l'ensemble des f.d.r. propres ® vérifiant (22). Il 
est évident que L''C L, et qu'à toute fonction © € L" correspond un 


système de trois v.a. positives U, V, W, dont les lois marginales 
sont : 


1 1 1 
exp( - + Ha exp(.- =) ;  exp( - =, 
THEOREME ‘75 - 


Pour qu'une f. d.r. ® (u, v, w) appartienne à L" il faut et il suf- 
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fit que Log © (u, v, w) soit homogène de degré - 1 dans la région : 


Démonstration. 


Etant donné une fonction @ E L'', posons : 
gl(u, v, w) = Logo (u, v, w) 
quel que soit l'entier positif p, on a : 
1 
CES ES = g(u, v, w) 


On en déduit que, p et q étant deux entiers > 0 arbitraires : 


p td 
A NP) EE, «7, 
HOUSE tin ) = g( ) 
La condition d'homogénéité : 

g(Au, Av, Àw) = + gt, V, W) 


est donc satisfaite pour les valeurs rationnelles de À. Par continuité, 
elle est satisfaite quel que soit À. 


Réciproquement, si une f. d.r. propre © vérifie cette condition, 
elle vérifie à fortiori l'équation (22), et ainsi appartient à L''. 


THEOREME 76 - 


Si une fonction @(u, y, w) appartient à L", la f.d.r. y (x, y, 2) 
des trois variables : X = U#; Y = - V°? ; Z = Log W appartient à L'. 


Démonstration. 


On voit d'abord que les lois marginales de y sont respectivement : 
®,, %, etA. Lafonctiony (x, y, z)est donc une loi propre. Dans la ré- 
SION XP A0 SAS D RONA 


y (x, Y; z) VON Cyr e” ] 


p étantunentier positif quelconque, l'identité de définition de © s'écrit 
alors: 


OP [px ep(= SIL Peer Er 2) 


à ä + 
d'où : yP(pux, p y, ZE LOS,p) uy(x 507) 
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Cette relation est bien de la forme (21), et par suite y appartient 
bien à L', 


Corollaire 76. 


La famille Lest constituée par lesf. d. r. de même type que celles 
que l'on déduit de L'"' en effectuant sur chacune des variables U, V, W 
l'une des transformations : 


DS NUE (XIE RUE exp) 
où LH et v sont des constantes positives. 


Ce corollaire est une conséquence directe de l'étude précédente, 
et sa généralisation à un nombre quelconque de variables est immédiate. 


VII - CONSTRUCTION EFFECTIVE DES FONCTIONS DE L’ AYANT 
UNE DENSITE - 


a) D'après le corollaire 76, l'ensemble de ces fonctions se 
déduit par les transformations indiquées du sous-ensemble Q constitué 
des f.d.r. © (x, y) possédant les propriétés suivantes : 


k 1/ - Les variables X et Y sont positives, de lois marginales 65 
et ey. 


2/ - La fonction log ® (x, y) esthomogène en x et y, de degré - 1. 
3/ - La fonction ® (x, y) a une densité @, . 
b) On peut toujours écrire une fonction® E Q sous la forme 
1 4 ) 
= ae + 
e (x y =exp(-5 1e D+1] 
Cherchons alors les conditions que doit vérifier la fonction æ(t). 


l'An Densité. 


La densité ©, , existe si et seulement si 9'(t) et g''(t) existent 
pour t > 0. (t = y/x). Dans ce cas : 


xt 20, = { xt? pt) + g'ft) Lot) - t o'(t) + 11730 (x, y) 


Cette densité &, doit être essentiellement positive. Or, le cro- 
chet qui figure au second membre est de la forme : ax + b ; pour que 
cette expression soit positive quand x varie de 0 à + ,a et b restant 
fixes, il faut et il suffit que a et b soient positifs. D'où les deux con- 
ditions : 
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g'(t) > 0 pour t> 0 (C:) 


s'(tY Le &) to (4 FT C0 pour 0) 


2/ - Lois marginales. 


On a les deux conditions : 


: hi NA + 1 si 
ne oe ] y 
1 E ve sb 
bn. 190 ASS 


On voit aisément qu'elles soni respectivement équivalentes à : © 


p (t}—>0 avect (C;) 
p (t)-t quandt—+o (C,) 


Toute fonctions (t) vérifiant les conditions C,...C, répond à la « 
question. 


D'après C.,, p(t)estconvexe, 9'(t)est monotone croissante. Donc 
p'(t)aune limite (finie ou infinie) quand t—+®et, d'après la règle de 
l'Hospital : 3 
lim. LAUA = lim. œ'(t) 

Compte tenu de C;,, C, est donc équivalente à : 
Mot) (Ch) 
t=+0 


Pour étudier C,, nous distinguerons deux cas : 


x) ?' (0) <0 La fonction +'(t) est croissante et tend vers 1 quand 
t—+o. Il existe alors un nombre r> 0 tel que : 


q'(t) <O pourt<r 
'(t) > O pourt>r 
La fonctiony(t) = g(t) - t +'(t) + 1 doit être telle que : 
VITE OSnOUrTIE ETES 
or y (t) est décroissante car sa dérivée est : 


p'(t) = -t p'(t) < 0. 
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On aura donc, à fortiori : 


w(t) >0 pourt<r 
et C, ne sera pas vérifiée dans l'intervalle (0,r). 
B) ?'(0) > 0 Danscecas, ona constamment ç'(t) > 0, et C, s'écrit : 


y(t) > 0. Puisque cette fonction est décroissante, il 
faut et il suffit que : 


HAUT) En ONE) ERRONÉE) ES 20 
t=+0 t=+0 


Cela revient à dire que l'ordonnée à l'origine @(t) - t æ'(t) de la 
tangente à la courbe : {© = @ (t) admet une limite finie supérieure à - 1 
quand le point de contact s'éloigne indéfiniment. Comme (0) = 0, cette 
limite sera comprise entre 0 et - 1. 


En résumé : 


Pour qu'une fonction + (t) convienne, il faut et il suffit : 
- que o'(t) et o"(t) existent pour t > 0 
- quep(0)=0, #(0)>0, œ'(t)> 0 


- que la courbe & = g(t) ait une asymptote & = t + a avec : 


Exemples. 


1/ - En prenant q(t) = t, on obtient le cas de l'indépendance : 
) = exp(- D). exp(- À) 
® (x, y) = exp( >): p 


Il est assez curieux de constater que la courbe © = t correspondante 
est au-dessus de toutes les autres. 


2/ - En prenant comme courbe { =æ(t) un arc d'hyperbole équi- 
latère tangent en O à Ox, on obtient : 


CHR ICONE 
VIII - REMARQUES DIVERSES - 


1/ - Dans l'hypothèsek = 1, si Y, a que loi limite, Y, a aussiune 
loi limite, que R. Fisher cle la forme ‘'pénultième'' ; sa détermi- 
nation à partir de la limite de Y, est très simple. 
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Les lois limites pour les plus petites valeurs se déduisent des 
précédentes par le changement de variable X' = - X déjà utilisé au ch.I. 


2/ - Supposons qu'il existe des constantes a, > 0, b, et c, telles 
que les variables : 


US ET RD ET 


n 


“2,2; Fe, 


convergent légalement. Posons : 
S, = a,M, + gba + ©) 
Te CG a, R; ie (b, F es) 


L'indépendance asymptotique stricte presque complète de Yet 
Z, s'étend évidemment à U, et V, . Il en résulte : 


- que S, et T convergent légalement ; 


- que leurs limites peuvent se calculer directement à par- 
tir des limites U et V de U, et V,, les variables U et V étant indépen- 
dantes. 


On obtiendrait de la même façon les lois limites de M” et de 
R## à partir des lois limites de Y”/et Z. Les résultats de ces cal- 
culs sont d'ailleurs bien connus (par exemple, on les trouvera dans 
certains articles de Gumbel mentionnés à la fin de ce travail). 
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CHAPITRE VII 


PROPRIÉTÉS DES ÉCHANTILLONS 
A DEUX DIMENSIONS 


I - UN THEOREME D'INDEPENDANCE LIMITE - 
THEOREME 77 - 


Etant donné une f.d.r. F(x, y), supposons qu'il existe un point 
er yo)ielquer: 


MERS ES) TN DOUTE M OUT T 


(TETE, EE Et) 


Soit Fe et Y, la plus grande abscisse et la plus grande ordonnée 
d'un échantillon de n points indépendants M,,...M, de loi F(x, y). 


Pour que se et Y, soient asymptotiquement globalement indépen- 
dants (fortement), il suffit que : 


1 + = on) 
(C) lim. [EF ») = Fe y) - FO ») | = 
CRIE LEE, 7) 
Démonstration, 


Des parallèles aux axes de coordonnées menées par le point M(x, y) 
découpent le plan en quatre régions, de probabilités respectives : 


DM EE (x) 


PO NNEE VDe EUX, ».) = FX, y) 


Le) 
(ll 


NDS D) ME (RS JE F(X, y.) = Ex, x) 
La condition (C) peut s'écrire : 
c/q—0 quandx—x, et y—7 


Î 
cu encore : c/(a + b}—0 à ; 
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En vertu des hypothèses faites sur F(x, y), les trois quantités 
a, b, et c tendent vers 0 quand x=—x, et y—y,. 


On a d'ailleurs : 


lim. ji =0 pour y< Yi< Yo 
XEX a(x, y) 


o 


Û C X, _ 
et : Fee (en = 0 POUR EC RES 


Cela montre que la condition (C) doit être assez souvent vérifiée. 
La f.d.r. du couple (X,., Y.) est : F°(x, y) = p° 


Les lois marginales de Le et %: sont : 
ELA TE (PA SECTE (DE 


Pour qu'il y ait indépendance as. globale de Fe et ve il suffit que 
l'ont 


(C1) p-(p+a)" (p+b)—0 avec 1/n 
Choisissons deux constantes x, < x, et y < y.. Il est clair que, 


dans toute région : (x < x.) (y < y,) la condition (C,) est vérifiée. Il 
nous suffira donc de montrer qu'elle est satisfaite dans une région : 


RD PES Des 


où x,et y, peuvent être choisis arbitrairement voisins de x, et y,. Po- 
sons : 


Apr (pra) (pb) 
= (LS COLE DES CNE ECS RES 
= (1 - q)"-(1-q +eg - c+ab)’ 
= (=) CEE 


avec : Le Rs 


D'après (C), c/q—0 quandx—x, et Ve à 


De plus : 
ab/q < He 0 
q a +D es quand x— x, , Y —7, 
a b 
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Par suite, k—1 quand REX CV ty. 


h étant un nombre positif arbitrairement petit, il lui correspondra donc 
deux nombres x, < x,, y, < y, tels que : 


Ie ere die ei SE pour x >x, , y>y (région R) 
La fonction d croissant avec k, on peut écrire dans R : 
Cnam (oh) headiesqhs [er( ire h) que 
et, à fortiori : 
(eo li-G-har sd <(1#rh)ft-d) [1 (1#h)au 

Considérons la fonction : 

Hg) =(1-g-—ti-(1-hal" 
Sa dérivée est donnée par : 

2f(g =[1-(1-haqyt-(1- gt 


Elle est positive quand q est positif ; le maximum de f(q) est donc 
atteint pour q = 0 : 

EN ESR 

LS Hoi 


a = 1- 22 En 


Considérons maintenant la fonction : 
AD eh) LL (A+ h)'a 1" 


Sa dérivée, donnée par : 


cuire 
(EN 


est négative pour q > 0 ; le maximum de g(q) est donc atteint pour q = 0 : 


10) io ei Ah 


BEN 
Ans lonatdanseR 
= 2h i<en 


D'autre part, on pourra toujours associer aux nombres h, x,, y, 
un entier N tel que : n > N entraîne : 
Pat pour (ee) (y <Ey,) 
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On aura donc, dans tout le plan :|d |} < 2h pour n >N et par suite: 


d—0 avec 1/n CHONND: 


II - APPLICATION A LA LOI DE LAPLACE-GAUSS - 
THEOREME 78 - 


Les plus grandes valeurs x. TA des marges d'un échantillon de 
Laplace-Gauss à deux dimensions sont asymptotiquement globalement 
indépendantes (fortement). 

Démonstration. 


Ilesttoujours possible de supposer que la loi est réduite. Sa den- 
sité de probabilité est alors : 


Pb, 2 
T6 NS à HR RNeTE | 


1 
RUE ME ge go | - EE 
DT NE rz Co) 
En appelant D le domaine X > x, Y > y, on a : 


c = Jf f(x, y) dx dy 
D 


Considéré comme fonction de x, letrinôme : T(x, y) = x2- 2 rxy + y2 
est minimum pour x = ry. On a donc : 


R? SR PAy RSS ro 


De même NS ane > (he PSE 


On en déduit : 


2 
2 LS ge 


er Eye (ÉAÉESS 


et par suite : 
2% Vi-r’e < If exp dc y | dx dy 
0 
+ + 


2 
= [ ext, Jde Î exp(- dy 
x ÿ 


{ 


+ 


2 2 
Or. [ S , 2 LS 
exp(s deep) 
On a donc L 
C< exp a ee y 
V1-r2xy 


CL 
© 
D CT RS Se à ee 
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D'autre part : 


S 1 x?2 
b+c= | exp(5, dx» exp( =) 
\/ DT € x 27 x 
jE 72 
et de même : AAC spas) 


Il résulte des relations précédent :s : 


a+b+2c 1-r? se | [1 |) 
Et 4 E (exp - anale eee) 


L'une des deux exponentielles figurant dans l'inégalité ci-dessus 
est > 1, donc le second membre croît indéfiniment quand x—+ et 
y—+o, Cela entraîne : 


: e # 
lim. Sp ci O0 pour x—2+o et y—>+0 C'OMEAD: 


Corollaire 79. 


La loi limite du couple ot Y,) formé par les plus grandes va- 
leurs des marges d'un échantillon normal à deux dimensions est du type: 


0 (x, y) = exp(-e") exp(-e”) 


C'est une conséquence immédiate du théorème 79, compte tenu 
du fait que la loi limite de X, est du type exp(-e*). 


{… III- LOCALISATION ASYMPTOTIQUE PRESQUE SURE DU "POLY- 
\ GONE D'APPUI'" D'UN ECHANTILLON NORMAL BIDIMENSION- 
| NEL - 

| 1/ - Soit M, M,,...M, un échantillon d'une loi normale à deux 
| dimensions. Nous appelons ‘'polygone d'appui de cet échantillon le plus 
petit polygone convexe contenant tous ses points. 


Nous allons voir qu'il est possible de localiser (asymptotique- 
ment) presque sûrement ce polygone aléatoire entre deux ellipses ho- 
mothétiques dont l'écart maximum tend vers 0 quand la taille de l'échan- 
tillon croît indéfiniment. 


— = ——— —— — 


2/ - Moyennant une affinité, on peut toujours se ramener au cas 
où les deux variables X, Y sont indépendantes et ont pour écart-type 
1/ \[ 2 La densité est alors : 
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f(x, y) = + exp [-(x? + y°)] 


Si l'on effectue le changement de variables : 


z-0M- VX +v? ; 


— —_ 
© = (0x, OM) (OUEN TS) 


à 
4 


les deux variables Z et ® que l'on obtient sont indépendantes. © est ré- 
partie uniformément entre 0 et 2x , tandis que : 


Fi (2) =" 


3/ - Ense reportant au théorème 53 (ch. 4), on verrait aisément 
que F(z) EK, c'est-à-dire que les plus grandes valeurs d'un échantil- 
lon (Z,, Z,,...2,) sont stables presque sûrement. Elles se concentrent 


cts 


in dé. 


au voisinage de : 
= | 1 4 
= — = O 2 
FENG: (ES) (Logn) 1 
Appelons La 2 6 We .. les valeurs de l'échantillon ordonnées 4 
de la droite vers la gauche. 
Nous allons d'abord déterminer une suite certaine €, telle que : £ 
ë 
CRE ES Zoe La Peu ete -DNavec Lin ! 
PS PeSe è 
a) La condition : } 


al 
Zi MMA RRE 
PeSe 


» 


équivaut, d'après le théorème 6, à : 
Ge De 


c'est-à-dire: Sep helene )] SR 


Cette condition est satisfaite par : 


1 
e, = (Logn)? LogLogn 
car on a alors : 
exp [-( \ Logn+e )?]« exp(- Log n - 2 Log Logn)= 1 


nLog?n 


RE 


I 
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b) La condition : 


— 1 
est conséquence de GER 7e 
PeCOe. 


Or, cette dernière condition équivaut à : 


Sa ) < © 


Posons u, = F'(a, -e, ) ;: il vient : 


Logu,=n Log {1- exp Lt Log n - es | 
\ Logn 


< -nexp[-Logn+2LogLogn-(Logn) LogLog’n ] 


< -nexp [-Logn+2LogLogn] = -(Log n} 
Donc : 


u, < exp (- Log?n) = n°-!°9" 


DL AC 


et par suite : 


4/ - Nous allons maintenant chercher une suite d'entiers k,,crois- 
sant indéfiniment avec n, et telle que 


== NN 
DCE CZ 
pco. 


(1) 
Pour cela, reprenons l'étude faite lors de la démonstration du 
théorème 12. À présent, l'indice « est variable, et le second membre 
de la formule 4 (p. 16) sera équivalent à son premier terme si 
L 2e ” RE © avec n, c'est-à-dire si 
(Log n)°/k,— 


(2) 
Supposons cette condition réalisée, et considérons le rapport : 
Mo(en)a- SOneeRs 2 


One 


n 


= 1 
(k, - 2)Log(1- ie 2 <IL0S p..< (k; 2) Log(1n5) 


Or, si (2) est vraie, k /n et k’/n tendent vers 0 avec 1/n et par 
suite Log p,—0, doncp, — 1. 
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En fin de compte : 


DD) CO EN RE) TER L Ke à 
on F (CE) IG (RSS) 


2 ER) lac (es 2 NT 


La convergence de la série (w,) entraînera la condition (1) si la 
condition (2) est satisfaite. On aurait alors : 


(Log Logn)? 


Log w, < -exp [2 Log Logn - Vue 1) [2 LogLogn 


Log n 
Logn 
Log Log? 
< -exp |[2LogLogn - gro |, 2k,LogLogn 


- Log n+2k LogLogn 
si l'on prend : 


Kk, = à Log?n / Log Log n, on a : 


Log w, <- + Log?n , donc Ÿ w, < wo 
De plus, la condition (2) est bien vérifiée par cette valeur de k.. 
5/ - Les résultats déjà obtenus peuvent s'exprimer ainsi : 

- Tous les points M,, M,,...M, de l'échantillon sont asymp- 


totiquement presque sûrement intérieurs à un cercle F, de centre O, de 
rayon : 


Di 


1 
R, = (Log n) ? +(Logn)? LogLogn 


- Le nombre Ni{n) de ces points appartenant à la couronne 
limitée par RER (cercle de centre O, rayon R°= \/Logn y AE. 


Log n 


est asymptotiquement presque complètement supérieur a : 


3 Log’n/LogLogn. 
Il nous reste à étudier la répartition des N points à l'intérieur de 
la couronne. 


6/ - Soit H,,H,,...1u,1es points de l'échantillon { M} situés à l'ex- 
térieur del}, et numérotés par ordre d'argument 6; croissant. Appe- 
lons Pile polygoneu ts 1... Bic 


TNT: D NP ET M DRNEIT RE 


CD mt ve ci 
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Partageons la région du planextérieure à l' en v, domaines égaux 
par des demi-droites A;u,, A,u,.... dont les prolongements passent 
par 0, et limitées à r'. 


Si l'on choisit : 


Vn = [(Lognh], on da» 


jl _i 
A Ar ZA A; 27 (Log n) 6 


La corde «f obtenue en joignant deux points pris dans la réunion 
de deux régions consécutives u, A, A,u, et u, À, A, u, Sera nécessaire- 
ment intérieure au domaine limité par les droites A,u,, À, ÀA;, A u,. 
Or, la distance d, de O à A, A, est telle que : 


1 
R} - d, + 2r*(Logn) e (Log n)* Log Logn 


Par conséquent, si le polygone P a au moins un sommet dans 
chacune des régions u;A;A;,,u;,, (hypothèse H), il sera extérieur au 
cercle Fr", de centre O, et de rayon : 


1 _i 
R'=(Logn})? - 2LogLog n (Log n) ? 


7/ - Montrons que l'hypothèse H est presque complètement sûre- 
ment réalisée pour n assez grand. 


Supposons que : 
1 2 ei 
N = kn= 7 (Log n) (LogLogn) 


La probabilité pour qu'un point H; tombe dans une région déter- 
minée u; À jAj{ js est: 1/vs 5 


Donc la probabilité pour que, au cours de k, épreuves, les points 
une tombent jamais dans cette région est : 


= 


Va 


LE 


Enfin, la probabilité 5, pour qu'il existe une région quelconque 
du type précédent dans laquelle ne tombe aucun point pendant les EMNÉDreUuS 


ves est telle que : 
JE se 
v, 


AE 6 eS 


Ori: 
D2 
LOg ün + : LogLog n ++ Log'n(LogLogn) Log [1-(Log n) 5] 


# 
n = à (Log n)> (LogLog n) 
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Par conséquent : 


>» D < 
Compte tenu du fait que : 


NE AuIKe 


p-.co. 


on voit alors que l'hypothèse H est presque complètement sûrement 
réalisée pour n suffisamment grand. 


8/ - En résumé, on a : 
PFrÉr as. presque sûrement 
et : FAC as. presque complètement. 


Le polygone d'appui Q, de l'échantillon {M;} contenant aussi le 
polygone d'appui de P , on a finalement les relations asymptotiques : 


DER CPE: PAS CENT 


palcos PeSe 
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LE PROBLÈME 
DU MOUVEMENT BROWNIEN 
ET SES GÉNÉRALISATIONS 
G. MALECOT 


Le mouvement brownien et la théorie de la diffusion sont étudiés 
par beaucoup d'auteurs par passage à la limite à partir de la théorie 
de la ‘promenade au hasard'' (théorie à laquelle est attachée le nom de 
Polya). 


Si l'on imagine une particule se déplaçant sur un axe Oy et pou- 
vant effectuer, à des dates déterminées constituant une suite dénom- 
brable t,,..., t.,,... des sauts d'amplitude unité, et si l'on suppose 
qu'il y a des probabilités données pour que ces sauts soient algébri- 

ment égaux à +1 ou à -1, il 

nt ur est facile d'obtenir la loi de 

mm r mr Oopabiitiérdemlarpositiontde 

9 P ” la particule P à une date quel- 

conque, et cette loi n'est 

d'ailleurs autre que la loi de probahilité du gain total d'un joueur au 

bout de n parties d'un jeu de hasard simple tel que le jeu de pile ou 

face. Il est bien connu que la loi de probabilité réduite est, asympto- 
tiquement, la loi de Laplace-Gauss. 


Le schéma de la ‘promenade au hasard" peut être étendue à plu- 
sieurs dimensions, comme le fait Polya par exemple dans le cas d'un 
réseau de carrés qui schématise un réseau de rues. 


Mais je ne m'étendrai pas aujourd'hui sur le cas multidimen- 
sionnel, car, ce que je voudrais signaler, ce sont différentes généra- 
lisations pour lesquelles les notations seront plus intuitives dans le 
cas d'une seule dimension (il est facile ensuite de les généraliser, ce 
que je ne ferai pas aujourd'hui). 


Une première généralisation, qui ne présente aucune difficulté, 
consiste à supposer que les sauts possibles, au lieu d'être d'amplitude 


unité, admettent des valeurs algébriques a; avec des probabilités res- 
pectives +,. 
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Une deuxième généralisation consiste à admettre que les dates 
de ces sauts, au lieu d'être de dates données t,,t,,... t,,... sont aléa- 
toires. L'hypothèse la plus simple, celle qui est à la base des pro- 
cessus stochastiques se rattachant à la loi de Poisson, consiste à ad- 
mettre que, dans chaque intervalle de temps t, t +4t, différents sauts 
de valeurs algébriques «a, sont possibles avec des probabilités respec- 
tives #, = u;At + o(At), (le dernier terme désignant un infiniment petit 
par rapport à At). Dans le cas où les a; et les u; sont des constantes 
données, on a affaire à un processus permanent à accroissements in- 
dépendants, processus qui est continu en probabilité (la probabilité 
pour que l'accroissement d'abscisse pendant At dépasse en valeur ab- 
solue un nombre donné € tend vers zéro avec At) mais non presque su- 
rement continu (il y a une probabilité finie pour un saut fini pendant un 
intervalle de temps non infiniment petit). 


La loi de probabilité de la position au bout d'un temps fini n'est 
d'ailleurs pas la loi de Laplace-Gauss (comme ce serait le cas si le 
processus était presque surement continu), mais une "loi discontinue" 
dans laquelle la loi de probabilité de l'abscisse y à la date t (quand 
l'on prend pour origine © l'abscisse à la date zéro) a pour deuxième 
fonction caractéristique (fonction génératrice des cumulants) : 


(1) ps APN wtlen = "1) 
(loi de probabilité d'une somme d'aléatoires indépendantes, obéissant 
à des lois de Poisson de sauts a, et de paramètres u;(t)). 


Ce n'est qu'asymptotiquement, quand t-+ , que l'on retrouve, 
comme loi réduite, la loi de Gauss. Je n'insiste pas sur ces résultats 
très classiques, car ils sont établis en supposant que les a; et les u, 
sont des constantes, c'est-à-dire qu'il s'agit de processus à accrois- 
sements indépendants. Or le mécanisme même du mouvement brownien 
montre que ce n'estque par une approximation discutable que l'on peut 
l'assimiler à un processus à accroissements indépendants. En réalité 
le mouvement d'une particule P soumise à des chocs moléculaires (rap- 
pelons que nous nous plaçons, pour simplifier, dans le cas unidimen- 
sionnel)}, se fait pour une suite de secousses qui ne peuvent pas être 
regardées comme ayant des amplitudes «; données indépendantes du mou- 
vement déjà acquis par la particule. Si l'on applique la théorie clas- 
Sique du choc, chaque choc moléculaire se traduit par un changement 
de vitesse de la particule P, changement qui dépend à la fois de la 
vitesse v; de la molécule heurtante (vitesse dont on peut certes suppo- 
ser donnée la loi de distribution) et de la vitesse x de la particule P au 
moment du choc, vitesse qui dépend, elle, des chocs précédents. 


, 


Ces remarques montrent : 
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o 

1 ) que le processus stocnastique correspondant au mouvement 
brownien joue sur la vitesse de la particule P (que nous avons notée x) 
et non sur son abscisse (que nous avions notée y); 


2°) que, si nous désignons par a, les changements brusques de la 
vitesse de P qui correspondent aux chocs des différentes espèces pos- 
sibles, les valeurs numériques des Ca dépendent de la vitesse x déjà 
acquise, et cela suivant la formule bien connue : 


(UEFA enr 
d; none (VRERx) 
les molécules heurtantes étantsupposées réparties en différentes l'es- 
pèces" de vitesse v,, de masse m;, de coefficient de restitution 1, (m 
désignant la masse de la particule P). 


Dans ce qui suit, nous poserons a; = p;(v, - x), mais il y aura 
lieu de se souvenir que, dans le problème mécanique concret, 0 < p,S 2: 


Ilest évident que l'onn'a plus affaire à un processus stochastique 
à accroissements indépendants, puisque les a; (accroissements possi- 
bles de la vitesse lors de chaque choc) dépendent de x. Et il en résulte 
que l'écart quadratique moyen o de la vitesse x, au lieu d'augmenter 
indéfiniment avec le temps t (ce qui correspondraitau caractère asymp- 
totiquement gaussien que l'on admet d'habitude) tend au contraire vers 
une limite finie quand t—>w . Nous allons, pourcela, étudier l'équation 
différentielle ‘'stochastique'' que vérifie la vitesse de P quand on la re- 
garde comme une fonction aléatoire du temps t. Nous désignerons doré- 
navant cette vitesse - la vitesse acquise par la particule P à la date t - 
par X(t). (les majuscules étant réservées pour les variables des fonc- 
tions aléatoires et les minuscules pour leurs valeurs numériques). 


L'accroissement AX(t) de la fonction aléatoire X(t) a par hypo- 
thèse des probabilités u;at +o(at) de prendre les valeurs «;, et nous 
supposerons que les parties principales u; At des probabilités de choc 
pendant l'intervalle t, t + At avec les molécules des différentes espè- 
ces sont données, de telle sorte que seuls les a, dépendent de l'état de 
la particule. P, par l'intermédiaire de sa vitesse X(t), en vertu de la 
formule « = p;fv, - X(t)]. 


On peut écrire aisément la moyenne, la variance, et plus géné- 
ralement les moments, et les cumulants, de l'accroissement AX({t) 
quand la valeur numérique de X(t) est connue et égale à x : nous appe- 
lons ces quantités les moments et cumulants conditionnés. Le moment 
conditionné d'ordre q, que nous noteronsaon, [(AX)4] sera 


MMA Luat FO(AENLIR (, = x)] 
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cette formule est valable, non seulement quand les différents sauts a; 
possibles, dans un même intervalle, s'excluent, mais aussi quand ils 
sont stachastiquement indépendants(1). 


I1 est facile de voir que les cumulants conditionnés ont mêmes 
parties principales que les moments conditionnés. Le plus simple pour 
cela est de former la fonction caractéristique conditionnée de AX, qui 
est 


: q= © q 10V; = xs 
M (ed 2145 MAX) = 1 + lu at +o(at)] e” - 1] 
CÉARCE Î 


On sait que le logarithme de cette fonction caractéristique con- 
ditionnée, qui est la fonction génératrice des cumulants conditionnés, 
admet même partie principale que la somme Ÿ , à savoir : 


(2) HS SN At SE TE EM ET 


Le développement de cette fonction en séries de puissances de s 
montre que ses coefficients (les ‘'cumulants'')} sont des polynômes en- 
tiers en x de degré égal à leur ordre (x est, rappelons-le, la valeur 
numérique acquise par la fonction aléatoire à la date t). Or, toutes les 
fois qu'une fonction aléatoire à accroissements non indépendants jouit 
de cette propriété, il est toujours possible de déterminer par la mé- 
thode des moments sa loi de probabilité à une date quelconque t. Po- 
sons en effet M,(t) = M{[X(t)]'} (il s'agit là des moyennes et moments 
a priori calculés sans connaître aucune des valeurs numériques, sinon 
la valeur à la date zéro que nous supposerons nulle pour simplifier). 


L'ensemble des moments M,(t)sera fourni par la ‘fonction carac- 
téristique a priori que nous noterons F(s, t) etqui sera par défini- 
tion : 


r=@o ni 
F(s, t)=M{e*tt]=1+% Ÿ M,(t) 
— ke 


r=l 


Et le théorème des moyennes conditionnées permet d'écrire : 


F(s, t+at) =0M[e*tt) . esAxtt)] = Mfes*ttim {es Axtt1}] = 


= F(s, t) +2Mles*(t! H(X, s)]at + o(at) 


D'où, par soustraction puis division par At que l'on fait ensuite 


(1) Car la probabilité pour qu'il y en ait plusieurs dans l'intervalle At est alors 
infiniment petite par rapport à At. 
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tendre vers zéro : 


dF(s, t : 
(3) nn = OR IH sS)'e te) (formule de Bartlett) 


Cette formule, très générale, s'applique à bien d'autres problèmes 
que le mouvement brownien. 


a) Remarquons incidemment que si H était indépendant de 
X, c'est-à-dire, dans le cas où la fonction aléatoire est à accroisse- 
ments Re en on déduit immédiatement de (3) la formule CE 


car alors — - LE - = H{s). 


È 


b) Remarquons aussique, dans le cas où H serait une fonc- 
tion linéaire de X, le deuxième membre serait une fonction linéaire de 


dF : dF à se 
F et de sa (puisque 2 [Xe S*tt)] = Er ), la fonction caractéristique F(s,t) 


est alors solution d'une équation aux dérivées partielles linéaire du 
premier ordre. C'est ce qui se passe dans le processus de ‘'multipli- 
cation" de Furry (la variable aléatoire étant alors le nombre de parti- 
cules, et non l'abscisse d'une particule) dans le processus de ‘'nais- 
sance et décès" de Feller et dans le processus de Arley pour les rayons 
cosmiques. 


c) Dans le cas où H est une fonction du deuxième degré de 

s, c'est-à-dire où seuls les deux premiers cumulants de 4AX ne sont 

pas d'ordre supérieur à At (c'est le cas étudié par Kolmogoroff et gé- 
2 


néralisé par Feller), c'est-à-dire où H. At = [sM + E v].At (M.at et 


v. …At désignant les parties principales de la moyenne et de la variance 
conditionnée), un cas intéressant est celui où M et v sont respective- 
ment du premier et du deuxième degré en x (comme dans un problème 
de génétique que j'ai traité par cette méthode, avec v = v.x(1 - x)et 
M=-k(x-E), x étant la fréquence d'un gène mendélien) l'équation aux 
dérivés partielles pour F est alors du deuxième ordre, mais les 
propriétés de la transformation de Laplace montrent que la densité de 
probabilité f(x, t) vérifie aussi une équation du deuxième ordre 
F(S, t) = . es *f(x, t)dx est l'image de Laplace de l'originale f, donc, 

la dérivation par rapportàsest l'image de la multiplication par x, et la 
multiplication par s est l'image de la dérivation par rapport à x : dans 
ce cas l'équation de Bartlett pour la fonction caractéristique équivaut 
à l'équation de Kolmogoroff pour la densité de probabilité (dans le cas 
particulier que j'ai indiqué, l'équation de Bartlett est : 


2F dF Nibts 0e lai 
ES, —— + _ el); 
à CS on 2 É GS En 
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et l'équation de Kolmogoroff s'écrit : 


serre ir S ) 
Het (oo +5 (ati - mi 


La deuxième équation peut se résoudre par séries hypergéométriques 
ou polynômes de Gegenbauer. L'étude des singularités aux bornes a été 
faite par Feller et Goldberg mais on peut aussi, à partir de la pre- 
mière équation, calculer les moments par résolution d'équations dif- 
férentielles ordinaires. 


d) Revenons au mouvement brownien, l'équation (3) ainsi 
que l'équation associée (pour la distribution, non absolument continue) 
par la transformation de Laplace, seraient toutes deux des équations 
aux dérivées partielles d'ordre infini. Mais la méthode des moments 
convient très bien. 


On a en effet, d'après (2) et (3) : 


dF 


OT e''Fl(i-ps,ti-Vu F(s, t) 


c'est-à-dire : 


œ œ 
a“ r œ Far œ 
SAT mes Ce eur) G M, G=pi)'s }- mr 
! î eu : : 
Ü r=0 
L'identification des termes pour lesquels r = 1, 2,..., conduit à des 
équations différentielles qui permettent de déterminer, par récurren- 
ce, les moments successifs. Ce sont des fonctions de t qui, quand 
t—+ ,tendent vers des limites caractérisant la loi de probabilité 
"stationnaire" de la vitesse de la particule. On trouve aisément, pour 
limite de la moyenne M,{t) de cette vitesse : 
APN 
; D Hi; P; 
(si les coefficients p, étaient les mêmes pour toutes les molécules 
heurtantes, on aurait là une moyenne pondérée par les probabilités 
de rencontre - des vitesses des molécules heurtantes). 


Mais la vitesse à chaque instant t de la particule heurtée pourra 
bien entendu, être très différente de sa moyenne M,. L'ordre de gran- 
deur de l'écart aléatoire sera donné par l'écart quadratique moyen, 
racine carrée de la variance qui est, dans l'état stationnaire : 


CRU (M } (M, désignant la limite du deuxième moment M,(t) quand 


9 
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t— +o: On trouve : 
N 


S upttv, - MY 
mms 
> h; p.(2 a P.) 


(qui diffère numériquement de la variance de la vitesse des molécules 


heurtantes, même dans le cas où les coefficients p, sont les mêmes 
pour toutes). 


Une fois que l'on a caractérisé la distribution de la vitesse de la 
particule l'on peut, par une intégrale stochastique, en déduire l'é- 
volution au cours du temps de la distribution de la position. Mais il 
est tout indiqué de généraliser le problème et d'introduire, dans l'é- 
tude de la distribution. de la vitesse X, la position (définie par Y) de la 
particule. Cela revient à étudier, au cours du temps, la distribution 
conjointe de X et Y (autrement dit, la distribution du ‘point aléatoire" 
que représente la particule dans l'espace des phases). 


Cette étude peut naturellement être faite à différents points de 
vue, correspondant à des schémas différents. Je ne parlerai pas du 
schéma de Ornstein et Uhlenbeck, qui a été étudié par Doob. Je me 
bornerai à signaler que : 


1°) On peut supposer que les circonstances des chocs, c'est-à- 
dire les u,, les p, ou les v,, dépendent de la position de la particu- 
le heurtée. Pour certaines lois simples de dépendance, l'étude numéri- 
que pourraitétre faite, et étendue à plusieurs dimensions, ce qui four- 
nirait quelques schémas stochastiques simples de la turbulence dans 
la ‘couche limite" comprise entre deux masses (solides ou fluides) de 
vitesses différentes. 


2°) On peut aussi traiter le cas où la variation de la vitesse X de 
la particule pendant l'intervalle de temps at est due non seulement aux 
molécules heurtantes, mais aussi à un champ de forces dans lequel est 
placée la particule, champs de force qui se traduit par l'addition, à 
l'expression déjà écrite de AX, d'un deuxième terme traduisant l'im- 
pulsion P.A1t produite par ce champ de forces dans l'intervalle 1t. Nous 
nous bornerons au cas particulier de l'''oscillateur brownien" (dont la 
première étude remonte à Yule qui avait posé le problème du ‘pendule 
bombardé au hasard par des particules'')etqui a fait l'objet de récents 
travaux de Moyal et d'Edwards. 


La force P est alors une attraction proportionnelle à l'abscisse 


donc de la forme-w?Y, et le système régissant la vitesse et la position, 
c'est-à-dire, les fonctions aléatoires X(t) et Y(t), est de la forme : 
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AX(t) = - o2Y{t}At F2 plis Fr R(t)IAt Mo (ASE (ae) 


Li 
î 


AV) EXT) ATEN oO (AT) 


n,(t, At) étant une fonction aléatoire dont la moyenne conditionnée, 
(quand X(t)et Y(t) sont connus) est nulle, mais dont la variance condi- 
tionnée doit, en vertu de l'hypothèse faite sur les chocs. dépendre de 
la valeur déjà acquise par X(t) (alors que Moyal et Edwards, comme 
leurs prédécesseurs, admettent que la loi conditionnée de n,(t, A t) est 
indépendante de ce qui précède, c'est-à-dire, si l'on s'en tient au deu- 
xième ordre, admetune variance constante). Nous devons prendre pour 
variance conditionnée de n,(t, At) : w,,.4t =Ÿu, «?.at (qui dépend, de 
façon quadratique, de X(t)). Î 


Or c'est là un cas particulier du problème général des ‘'processus de 
Markoff à moyennes linéaires'', qui consiste à étudier le ‘vecteur aléa- 
toire'' défini (dans le cas de deux dimensions, cas qui d'ailleurs se gé- 
néralise sans difficulté) par : 


Ax(t) = At) F1 XIAt FL AY(E) AE a, 
(5) 
AY(t) = A,(t) + 1,,X(t)At + 1, Y(t)at +n, 


(AS et Ae fonctions certaines de t). 


Les n ayant des moyennes conditionnées nulles et des covariances con- 
ditionnées?i (n, n;) = w;;-4t+o(at) qui peuvent dépendre de X{t) et de 
Y(t) (processus de Markoff), et même des valeurs antérieures (pro- 
cessus non markovien). 


Ce système permet d'étudier les variances a priori de X et Y en 
fonction de t, et leur évolution quand t—+o. Il faut évidemment cal- 
culer d'abordleurs moyennes a priori, X et Y, qui sont données par le 
système déterministe"' déduit de (5) en remplaçant n, etn, par leurs 
moyennes a priori nulles. Ce système fournit : 

dx = = 

De ECO 

(6) LE 
dY = _ 

Ar ASE ER LE EMEA) 

Quand A, et A, sont des constantes, ce système fournit pour XetY : 
quand t—++w, des limites bien déterminées à condition que le système 
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homogène associé soit amorti. Or c'est le cas quand les coefficients 
ont les valeurs numériques fournies par (4) puisqu'il s'agitalors du 
système déterministe bien connu régissant le ‘'pendule en milieu ré- 
sistant"' (la résistance du milieu étant ici ramenée aux chocs molécu- 
laires). La limite est alors, pour la vitesse : X = 0, et pour la posi- 


tion Y = —— . La vitesse de tendance vers ces limites est d'ail- 


leurs caractérisée par les valeurs propres du système homogène as- 
socié à (6), valeurs qui sont les racines de : 


p°+ as H;p;)p + w = 0 
Pour revenir aux variances (et covariances) a priori, vij(t), il suffit 
de retrancher (5)et(6), de former les carrés et les produits, de pren- 
dre les moyennes conditionnées pour X({t) et Y{t) fixés - ce qui fait 
apparaître les W;, - puis de prendre les moyennes a priori; dans le 
problème des mouvements browniens, comme w,, - seule covariance 
conditionnée non nulle - ne dépend de X{t) que de façon quadratique, 
w.,,ne dépend que de X;(t) et de v,ift), ce qui permet d'écrire un sys- 
tème différentiel linéaire pour les variances (et covariances) a priori. 


On peut montrer que ce système différentiel a encore des valeurs 
propres de parties réelles négatives et fournit pour limites quand t —>+w 


: : RUE 1 Ç 
des variances et covariances a priori(en posant À = + Ÿ u,p,(2 - p;,) les 


4 l 
valeurs suivantes : 
\ 2 
2 u; P;v = HP;Vv; 
L = Er eee es * 
dire 42 ; V2 0 M22 AA 6? 


qui définissent le régime aléatoire stationnaire du pendule. 


On peut également étudier les ‘'covariances décalées" ("lag cor- 
rélations'')}, qui sont les moyennes a priori des quantités X({t) X(t'), 
(t= 11), xX(t)Y(t!);-etc.,-sionles appelle. vi;(t;.t!}; on trouve aisément 


av;;(t, t') 
que : se = D L,,v,,(t, t'} Leurloi de variation avec t est donc 


fournie par les solutions du système homogène associé à (6); elles sont 
amorties et tendent donc vers zéro dans les mêmes conditions - elles sont 
exponentielles dans les mêmes conditions, avec mêmes pseudo-pério- 
des et mêmes coefficients d'amortissement. Donc, pour tout système 
de Markoff à moyennes linéaires et à coefficients constants (mêmesi 
les covariances conditionnées ne sont pas constantes) les formules de 
Walker-Moyal subsistent. 


…. 
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